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ABSTRAK. Pada makalah ini dibahas mengenai perluasan aljabar max-plus
fuzzy pada polinomial dengan koefisien bilangan fuzzy. Selanjutnya, dibuktikan
polinomial fuzzy tersebut merupakan semi modul atas aljabar max-plus fuzzy.

Kata kunci : aljabar max-plus fuzzy, polinomial fuzzy, semi modul

ABSTRACT. In this paper, we discuss the extension of fuzzy max-plus algebra
on polynomial with coefficient in fuzzy number. We also proof that fuzzy
polynomial is semi modul over fuzzy max-plus algebra.
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PENDAHULUAN

Aljabar max-plus merupakan struktur aljabar Rmax = R U {—0} yang
disertai dengan dua operasi biner yakni maksimum dan penjumlahan. Struktur
aljabar Rmax yang disertai dengan operasi biner maksimum sebagai operasi @ dan
operasi penjumlahan sebagai operasi @ adalah semi lapangan komutatif
idempoten (Bacelli, 2001). Pada dasarnya, himpunan yang dibicarakan dalam
pembahasan konsep aljabar max-plus lebih terpusat pada himpunan bilangan real
R.

Namun, dalam perkembangan selanjutnya aljabar max-plus dapat
diperluas himpunan pembicaraannya menjadi himpunan bilangan fuzzy (Rudhito,
2006). Bilangan fuzzy adalah himpunan fuzzy dalam semesta R yang memenubhi

sifat normal, mempunyai support terbatas, setiap a-cutnya merupakan selang
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tertutup, dan konveks. Untuk selanjutnya himpunan bilangan fuzzy dilambangkan
dengan ®. Operasi maksimum dan penjumlahan pada ® dapat didefinisikan
dengan menggunakan prinsip perluasan atau dengan a-cut pada himpunan fuzzy

(Zimmermann, 1991).

Teorema dekomposisi merupakan landasan kerja pemanfaatan prinsip
perluasan dan o-cut pada himpunan fuzzy yang dapat digunakan untuk
menentukan operasi aritmatika pada bilangan fuzzy (Susilo, 2006). Untuk
selanjutnya aljabar max-plus fuzzy dinotasikan dengan ®max, dengan ® adalah
himpunan bilangan fuzzy. Pada tahun 2007, Rudhito membuktikan semi modul
bilangan fuzzy atas aljabar max-plus fuzzy dan perluasannya pada matriks
bilangan fuzzy. Pada tulisan ini, akan dibuktikan bahwa himpunan polinomial

fuzzy merupakan semi modul atas semi ring aljabar max-plus fuzzy.

SEMI MODUL POLINOMIAL FUZZY

Semi ring K merupakan suatu himpunan tak kosong yang disertai dengan
dua operasi biner @ dan @ yang memenuhi (3,@) semi grup komutatif dengan
elemen nol ¢, (K,®) semi grup dengan elemen satuan e, elemen nol ¢ merupakan
elemen penyerap terhadap operasi @, dan @ distributif terhadap €. Suatu semi
ring dikatakan idempoten jika operasi @ bersifat idempoten dan dikatakan

komutatif jika operasi @ bersifat komutatif.

Semi modul 91 atas semi ring K adalah himpunan tak kosong yang disertai
operasi internal @ dengan elemen nol &, dan operasi eksternal yang didefinisikan
pada Kx9r dengan hasilnya pada 9t yang memenuhi operasi @ bersifat
assosiatif, komutatif dan untuk setiap a, § € K dan x,y € 91 berlaku alx P
Y)=ax@ay, (@a®p)x = ax® Px, a(Bx) = (af)x,ex = x dan ex=c¢

Misalkan dibentuk suatu himpunan yang beranggotakan polinomial-

polinomial dengan indeterminate y dan koefisiennya bilangan fuzzy

{plp=&La; Vi , G;€Rmax }



Semi Modul Polinomial 3

untuk suatu n eN. Untuk selanjutnya, himpunan ini di notasikan dengan Rmax[y]
dan dinamakan himpunan polinomial fuzzy. Misalkan p dan g elemen pada
Rmax[y] dengan p = @, d y' untuk @ERmax, q = DMy b; ¥ untuk  b;ERmax.

Elemen p dan q dikatakan sama jika m =ndan a; = b; .

Untuk menyelidiki sifat-sifat yang terdapat pada struktur Rmax[y] terlebih
dahulu didefinisikan dua operasi pada ®max[}] yakni operasi internal @ sebagai
operasi penjumlahan komponen demi komponen pada polinomial, dan operasi

eksternal pergandaan dengan skalar pada Rmax.

Untuk setiap p, p’, 4, ’ERmax[}] dengan p = p’ dan g = q’. Misalkan
Pp=@@",dy" untuk &€ERmax, dan p’= @™, b; ¥* untuk b;ERmax. Karenap =p’,
maka d@; = b; diperoleh @; .= b; , untuk setiap € [0,1],i=1, 2, ..,ndann=m.,
Secara analog, misalkan q = @®%, ¢ v’ untuk & €Rmax, dan g’ = B!, d ¥’ untuk
d;€Rmax . Karena q = ¢’ , maka ¢; = d; diperoleh ¢; .= d; . untuk setiap a € [0,1], i
=1, 2, ..., kdan k = I. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan n >k dan m > I.

Dengan demikian,
P®q=(@F, av)® @, ¢;v')= ®L, &;y' ,denganf; =a; @ ¢
PO = (D, biy') ® (B, diy')= O, 5y ,dengans; =b; D d;

Sementara itu, £; = d; @ ¢ merupakan himpunan fuzzy yang a-cutnya adalah interval
[ac®Dcy , agfDc,] untuk setiap a €[0,1] dan [a,Dco aafdca] = [aq,
g |Dlcq o |- Karena @;=b; , maka a-cutnya sama, yakni @; .= b; . Dari sini diperoleh
[aq @ 1=[by be, sehingga a, = b, , @z = b, dan analog untuk ; = d; . Disisi

lain,

L =0 @ = [auDcy, 5D ] = [a0, T ] Blca, Ta] = [ba» bl ® [da, d]

= [@@%,b_a@da] = Ei @ a

1
W
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sehingga berlaku p@q = p’®@q’. Dengan demikian, operasi internal €@ yang

didefinisikan pada ®max[y] merupakan operasi yang terdefinisi dengan baik.

Selanjutnya, untuk setiap p, p’€Rmax[}] dan ¥, W ERmax dengan p = p’

dan v = w, diperoleh
W =v( D, dy') =D, Vay' = B, ¥y' dengan¥; = ¥,
wp'=w( @, biy') =D, Why' =B, y,y' dengan ¥, = Wb,
Disini, ¥a; merupakan himpunan fuzzy yang ae-cutnya adalah interval [a,®v, ,
T,®7, ] untuk setiap a€[0,1] dan [2,®v, , T®T;] = [ay, T | ® [va, 7o |

Karena @; = b; , maka a-cutnya, sama yakni @;« = b;« . Dari sini diperoleh [v, , v,

| = [wa, wg ]. Akibatnya v, =w, danv, =w,. Kemudian,
X =0a; = [a.QVs, 6, @V ] = [ay, s ] & [Va, Vo ]

= [ba, bl ® [Wa, Wel= [b®wy, b, QW 1=Wb; =7,

sehingga diperoleh ¥p = wp’. Dengan demikian, operasi eksternal yang

didefinisikan pada ®max[y] merupakan operasi yang terdefinisi dengan baik.

Untuk selanjutnya akan diselidiki sifat-sifat yang berlaku pada operasi &
. Misalkan, untuk p, g, r € Qma[)] , p = B, &y' dengan TERmax , q =
®", by' dengan bi€Rmax dan r = @Y, &y’ dengan & € Rmax. Tanpa

mengurangi keumuman, diambil » >m > k , sehingga
[P@q1 D r=[(®, ar')® (B, by')1® (@, cv')

=[(@ (@ ® b)y')]1@ (& cv')

i

=@, (@ b)® e]y)=@" [ @ & (5B &)y

= (@B, ay')® [(BZ, (b, ® ¢)y)]
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= (@ an') @ [(®L, b)) ® (@, ev')]
=p@ [0@r]
Dengan demikian, operasi @ bersifat assosiatif pada Rmax[ 1.

Berikutnya akan diselidiki sifat komutatif operasi @ pada Rmax[}]. Untuk

setiap p, q € Kmax[)] berlaku
p@q =(B, @) ® (B, biy') =Dy (@ D by
=@, (b;® @)Y =(DL, by') ® (Bi—, ar')=aDp
Dengan demikian, operasi@® bersifat komutatif pada Kmax[ /1.

Polinomial nol & merupakan elemen pada ®max[)], karena e= @/, @/},
dengan @; = & adalah himpunan fuzzy dengan a-cutnya adalah interval [ge ].

Untuk setiap p = @, d@;¥' € Kmax[}] berlaku
P @ e=(BLy @y) ® (Do E)=B, @® By =B, &y =p

Secara analog, juga berlaku £ @ p = p. Dengan demikian, Rmax[}] mempunyai

elemen nol yaitu polinomial nol &

Untuk selanjutnya akan diselidiki sifat yang yang berlaku pada operasi

pergandaan skalar. Untuk setiap ¥, W € Rmax dan p, g € Rmax[ /]

LT[p@ql  =T@BL, ar') ® (B, by ) 1= [B, @ D b)y']

B, 5(a&4® b)Y =@, (v, Dvb)y

(B, vay)® (B, Vby )V (Di, ay)®
v (@:i() Eiyi )

=Tp@Uq
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. [ﬁ@W]pZ['ﬁ@W](EB?:O aiVi):(@Lo [V ® wlay')
=@, [Fa ® wa; ] v)=(®, vay') ® (B, wa ')

=7 (@?:0 aiyi)@ W(@?:() ai]/i):ﬁ pd Tp

iV [Wp]=v[W (D ay')]1=V[ @ino Wa) V' 1=[ @, T (Wa) ' ]

=[®L, W &LY 1= W) [ B, &Y 1=({@FW) p

Selanjutnyaep=2 (D}, @y') =D, ea;y' = D, d;y' = p dengan & adalah
elemen satuan pada ®max, yakni himpunan fuzzy dengan a-cutnya adalah interval
[e.e]. Kemudian Ep =& (D}, @} ) =D, Eady' = Di, &Y =&

Dari uraian sebelumnya, terbukti bahwa operasi internal @ pada Rmax[ /]

dan operasi eksternal pergandaan skalar yang dikerjakan pada Rmax[»] dan Rmax
memenuhi @ assosiatif , komutatif dan untuk setiap 7,w € Rmax , dan p,q €
Rmax[] berlaku T(p @ q) = Vp D Vg , (¥ W)p = Up @ Wp, ¥(wp) = (W)p
, ép = p, serta &p = &. Dengan demikian, memenuhi aksioma-aksioma pada semi
modul atas semi ring. Jadi, Rmax[ ] merupakan semimodul atas Kmax. Dengan kata
lain, himpunan polinomial fuzzy merupakan semi modul atas semi ring aljabar

max-plus fuzzy.

KESIMPULAN

Operasi internal pada himpunan polinomial fuzzy dan operasi eksternal
pada himpunan polinomial fuzzy atas aljabar max-plus fuzzy memenuhi aksioma-
aksioma pada semi modul atas semi ring. Dengan demikian, himpunan polinomial

fuzzy merupakan semi modul atas semi ring aljabar max-plus fuzzy.
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