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ABSTRACT. We discuss in this paper a weak type (p, p) inequality (where 1 < p < o) for
maximal operator on generalized non homogeneous Morrey spaces. Our proof uses the result
of Garcia-Cuerva dan Martell (2011).
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ABSTRAK. Pada makalah ini dibahas ketaksamaan tipe lemah (p, p) (dengan 1 < p < )
untuk operator maksimal di ruang Morrey tak homogen yang diperumum. Bukti ketaksamaan
menggunakan hasil dari Garcia-Cuerva dan Martell (2011).

Kata Kunci: ketaksamaan tipe lemah, operator maksimal, ruang Morrey tak
homogen yang diperumum

1. PENDAHULUAN
Misalkan p adalah ukuran Borel di ruang Euclid R%. Ruang (R%, ) dikatakan
ruang bertipe tak homogen apabila ukuran p© memenuhi growth condition orde n

(dengan 0 < n < d):
u(B(x,r)) < Crh, 1)

untuk setiap bola buka B(x,r) yang berpusat di x dan berjari-jari r (Nazarov, dkk.,
1998). Catat bahwa konstanta positif C pada growth condition (1) tidak bergantung

pada x maupun r. Beberapa hasil penelitian di ruang bertipe tak homogen dapat
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dilihat pada (Gunawan, dkk., 2009; Sawano, 2005; Sihwaningrum, 2010; Terasawa,
2006).

Di ruang bertipe tak homogen, didefinisikan operator My (untuk 1 <p < o

dan 0 <n < d) dengan

Yp
. : 1
Mpf(x):z(M|f|'°(x))” =sup [r—n I|f(y)|pdy(y)J .
r> B(x,r)

Definisi ini analog dengan definisi serupa pada (Nakai, 1994) di ruang bertipe
homogen. Jika p = 1, operator My, tidak lain adalah operator M™, yang diperkenalkan
oleh Garcia-Cuerva dan Martell (2001). Operator M™ memenuhi ketaksamaan tipe
lemah (1, 1) di ruang Lebesgue tak homogen. Selain itu, M™ juga memenuhi

ketaksamaan terboboti berikut ini.

Teorema 1.1. (Garcia-Cuerva dan Martell, 2001) Untuk bobot w dan sembarang

fungsi fdi R® berlaku

j w(x) dz(x) L j | F ()M "w(x)d(x)

{XERdZM ”f(x)>y} /4
dengan C adalah konstanta positif yang tidak bergantung pada f maupun w.

Dengan menggunakan Teorema 1.1, pada makalah ini akan dibuktikan ketaksamaan
tipe lemah (p, p) (dengan 1 < p < o0 ) untuk operator maksimal My di ruang

Morrey tak homogen yang diperumum.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN
Misalkan ¢ : (0,20) — (0,%0) adalah fungsi yang hampir turun, yaitu terdapat
konstanta C > 0 sehingga ¢(t) < C ¢(r) apabila t > s. Untuk 1< p<oo, ruang
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Morrey tak homogen yang diperumum 8P (u) = WP¢ (R4, 1)  didefinisikan

sebagai ruang dari semua fungsi f € LY _ («) dengan

1,
||f:ﬂBp'¢(u)|| = Srlilgﬁ(%nfmx'r)lf(y)lp) < o,

Apabila ¢(t) = t™™P, maka ruang Morrey tak homogen merupakan ruang
Lebesgue tak homogen, yakni 0P¢ (u) = LP( ). Sementara itu, sifat-sifat lain dari
ruang Morrey tak homogen yang diperumum dapat dilihat pada (Sihwaningrum, dkk.,
2008a dan 2008b).

Kemudian, dengan menggunakan Teorema 1.1, diperoleh ketaksamaan tipe

lemah (p, p) untuk operator maksimal.

Teorema 2.1. Untuk ¢ : (0,0) — (0,) diasumsikan bahwa ¢ merupakan fungsi
yang hampir turun. Jika terdapat konstanta C; > 0 sehingga untuk setiap r > 0

fungsi ¢ memenuhi

[P2OF ar < cy[pP,

dengan 1 < p < oo, maka terdapat konstanta C > 0 sehingga untuk setiap y > 0

dan untuk setiap bola B(a, r) berlaku ketaksamaan
ux € Ban) : M} () >y} < S r@@Y|lf : w2 w”.

Bukti. Misalkan yg ) merupakan fungsi karakteristik dari B(a,r). Untuk setiap
f e MmP® | berlaku

dlf(x)lp dx MXB(a,r)
R
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= fB(a'Zr)lf(x)lp dx M)(B(a,r) d:u + Zloco=1 fB(a‘2k+1r)\B(a‘2kr)|f(x)Ip dx MXB(a,r) dﬂ

<c [ [ ipeoraxMesn du+ Y. | PP 2 du]
B(a,2r) =1 B(a,2k+1r)\B(a,2%r)

. c{mn (@) |f : T

+ Z 2-kn(Qk+1p)n (¢(2k+1r))p ”f . imp'¢”p}
k=1
=crr|f - med|? {<¢<2r>)p £ (@@ )P }
k=1
= crnllf s o ) @iy
k=0

<crf - w'¢||”2(¢(2kr))10.
k=0

Karena ¢ fungsi yang hampir turun, maka

2K (p(e)P

Jpdl FOOIP dx Mypan du < Cr||f = mP2|” S, [, =52 dt

<crtf: gmmb”p Z;‘é‘;ofrm <¢(f))p dt
<crnif s mee|Pe?

Selanjutnya, dengan Teorema 1.1, terbukti bahwa

pre B My o> 7} = | Xatar ) i
{x:M|f P (x)>yP}
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= Jpal FCOIPM xpary(0)du

yp
< M”f gmpfb(u)”

3. KESIMPULAN DAN SARAN
Hasil yang diperoleh pada Teorema 2.1 analog dengan hasil dari Nakai (1994)
di ruang Morrey homogeny yang diperumum. Selain itu, teorema tersebut merupakan

perumuman dari Teorema 2.1 pada (Sihwaningrum, dkk., 2012).
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