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ABSTRACT. This article discusses about some isomorphic properties of tensor, star,
Cartesius, and modular product operations of two fuzzy graphs. The results of research

are the tensor product of two fuzzy graphs is isomorphic, and if G, and G, are
complete fuzzy graphs then G, *G, =G, *G,, G, *G, =G, xG,, G, xG, =G, G,
and G lJ G, =G, ®G,.

Keywords: isomorphic properties, modular product, star product, tensor product, two
fuzzy graphs,.

ABSTRAK. Artikel ini membahas sifat-sifat isomorfik pada operasi perkalian tensor,
bintang, Cartesius, dan modular dua graf fuzzy. Hasil penelitian menunjukkan bahwa

perkalian tensor dua graf fuzzy bersifat isomorfik, dan jika G, sertaG, graf fuzzy lengkap
maka G *G, =G, *G, G *G, =G, xG,, G xG, =G, G, dan
GUG,=G,®G,.

Kata Kunci: dua graf fuzzy, perkalian tensor, perkalian bintang, perkalian modular,
sifat-sifat isomorfik.

1. PENDAHULUAN

Graf fuzzy merupakan pasangan fungsi yang menyatakan himpunan titik
fuzzy dan himpunan sisi fuzzy yang dilengkapi dengan derajat keanggotaan. Titik
fuzzydan sisi fuzzy memiliki derajat keanggotaan bilangan riil yang berada dalam
interval 0 sampai dengan 1. Berbeda dengan graf fuzzy, pada graf klasik setiap

titik dan sisi memiliki derajat keanggotaan O atau 1. Apabila terdapat sisi yang
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menghubungkan dua buah titik maka derajat keanggotaan sisi tersebut 1 dan
apabila tidak ada sisi yang menghubungkan dua buah titik maka derajat
keanggotaan sisi tersebut nol.

Banyak konsep pada graf klasik yang digeneralisasi ke dalam graf fuzzy.
Yeh dan Bang (1975) memperkenalkan keterhubungan pada graf fuzzy. Sunitha
dan Kumar (2002) mendefinisikan operasi union dan join, perkalian Cartesius,
komposisi pada dua graf fuzzy. Nagoorgani dan Malarvizhi (2008) membahas
tentang homomorfik dan isomorfik pada graf fuzzy beserta sifat-sifatnya yang
berkaitan dengan orde, ukuran, derajat titik dan relasi ekuivalensi. Selain itu juga
dijelaskan syarat cukup dan perlu untuk menyatakan duagraf fuzzy isomorfik.
Nirmala dan Vijaya (2012) menjelaskan derajat titik pada graf fuzzy hasil operasi
komposisi, perkalian Cartesius, perkalian tensor dan perkalian normal pada graf
fuzzy. Selanjutnya, Nagoorgani dan Latha (2014) menjelaskan sifat isomorfik pada
operasi komposisi dan operasi perkalian Cartesius dua graf fuzzy lengkap.
Kemudian, Triyani dkk. (2017) menjelaskan bahwa hasil operasi perkalian
modular dua graf fuzzy bersifat isomorfik .Pada artikel ini, penulis tertarik untuk
menyelidiki sifat-sifat isomorfik pada operasi perkalian tensor, perkalian bintang,
perkalian Carteisus,dan perkalian modular dua graf fuzzy.

Tujuan dari penulisan artikel ini adalah menyelidiki sifat-sifat isomorfik
pada operasi perkalian tensor, perkalian bintang, perkalian Cartesius, dan
perkalian modular dua graf fuzzy. Graf yang digunakan adalah graf fuzzy yang
tidak memiliki sisi ganda fuzzy dan tidak memiliki loop fuzzy.

Definisi yang digunakan dalam artikel ini diambil dari Mordeson dan Nair (2000),
Malarvizhi (2010), Sunitha dan Kumar (2002), Nagoorgani dan Malarvizhi
(2008), dan Dogra (2015).

Definisi 1.1 Graf Fuzzy. Misalkan V adalah himpunan titik tak kosong. Graf

fuzzy G = (o, 1) terdiri atas sepasang fungsi

i) o:v—[0]]
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(i)  wu:VxV —>[O,1] yang merupakan relasi fuzzy simetris sedemikian sehingga
u(vi,vj)é min{o(vi),a(vj )},VVi,vj ev .
Notasi o(v;) menyatakan derajat keanggotaan titik v, dan notasi y(vi,vj)

menyatakan derajat keanggotaan sisi yang menghubungkan titik fuzzy v; dan v; .
Pada artikel ini, graf fuzzy yang digunakan adalah graf fuzzy yang tidak memiliki

sisi ganda fuzzy dan loop fuzzy sehingga ,u(vi,vi):O untuk setiapv, eV .
Selanjutnya, derajat keanggotaan sisi dengan notasi y(vi,vj) dapat ditulis dengan

#(vv; ). Gambar 1 merupakan graf fuzzy.

v,(0,5) v,(0,2) v, (0,6)
0,2 0,2 4
0,4
v,04) 03 v;(0,3)

Gambar 1. Graf fuzzy G = (o, 1)

Definisi 1.2 Graf Dasar dari Graf Fuzzy. Graf dasar dari graf fuzzy G = (a,,u)
dinotasikan sebagai G :(V, E)dengan himpunan titik tak kosong V dan

E <V xV adalah graf fuzzy dengan setiap titik dan sisi di G =(o, ) mempunyai

derajat keanggotaan 1.

Definisi 1.3 Graf Fuzzy Lengkap. Misalkan diberikan himpunan titik tak kosong
V dan supp (o )={veV |o,(v)>0}. Graf fuzzy K =(c,, ) dinamakan graf

fuzzy lengkap jika memenuhi z, (vv;) = o (v;) Ao (v;) untuk setiap v,,v, pada

supp (o).
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Definisi 1.4 Komplemen Graf Fuzzy. Misalkan diberikan himpunan titik tak

kosong V dan graf fuzzy G =(o,u). Komplemen graf fuzzy G = (o, u)
dinotasikan dengan G=(&,%), adalah pasangan fungsi &=o dan

f(uw)=o(u)ao(v)—u(uv) untuk setiapu,veV .

Definisi 1.5 Operasi Perkalian Cartesius. Misalkan graf G, =(o,, s )dan graf
G,=(o,,u4,) adalah graf fuzzy dengan graf dasarnya secara berurutan
G, =(V,,E)) dan G, =(V,,E,). Hasil perkalian Cartesius G, dan G, adalah
pasangan fungsi (o, xo,, 4% 4,) dengan himpunan titik dan himpunan sisinya
didefinisikan oleh

V={(uyv)|ueV,danveV,} ,

E = {(uy, U, ) (Vi v, ) U, =V, u,v, € E, Fuf(uy,u, ) (v, v, )|, =V, Uy, € E, )

yang masing-masing memiliki derajat keanggotaan:

(i) (o,x0,)((u,v))=0,(u)Ao,(v) dengan ueV, danveV,;

(i) (44 XﬂZ)((Ul’Uz)(Vl’Vz)) :{

o, (U) A, (U,y,), jikau, =v, danu,yv, e E,
o, (Uy) Ay (uy,), jikau, =v, danuy, e E,

Definisi 1.6 Operasi Perkalian Tensor. Misalkan graf G, =(o;, 1) dan graf

Gzz(az, ,uz) adalah graf fuzzy dengan graf dasarnya secara berurutan
G, =(V,,E,) dan G,=(V,,E,). Perkalian tensor G, dan G, adalah pasangan
fungsi (0,®0,, 14 ®u,) dengan himpunan titik dan himpunan sisinya

didefinisikan oleh

{(uv)lueV, danveV,},

Vv
E={(u,u,)(v,v,) |y, €E, Uy, €E,}

yang masing-masing memiliki derajat keanggotaan:
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i. (0,®0,)((uv))=0,(u)rc,(v), VueV, , WeV,;

i (s ® 1) (U ) (Uy0V,)) = 4 (U, ) A 1, (WY, ), Jika uyu, €V, dan vy, €V,
Definisi 1.7 Operasi Perkalian Bintang. Misalkan graf Glz(al,,ul) dan graf
G, =(62, ,uz) adalah graf fuzzy dengan graf dasarnya secara berurutan
G =(V,,E,) dan G,=(V,,E,). Hasil perkalian bintang G, dan G,adalah
pasangan fungsi (o, *o,, 1 *,) dengan himpunan titik dan himpunan sisinya
didefinisikan oleh

Y, :{(u,v)|u eV, danveV,},

E ={(uy,u,) (Vo V, ) U, =V, 0, ¢ E, b u{(ug,u,) (v, v, ) uy, € EpLu,y, € B,

yang masing-masing memiliki derajat keanggotaan:

(i) (o,%0,)((u.v))=0,(u) Ao, (V), VueV,,WeV,;

(i) (44 *ﬂZ)((ul’UZ)(Vl'Vz)) :{

o,(u)ro,(uy)Ao,(V,) Vu =V, dan Vu,y, ¢ E,
UV ) A, (UY,), Vuy, €E danuy, €E,

Definisi 1.8 Operasi Perkalian Modular. Misalkan grafG, =(o,,4) dan graf

G,=(0,,,) adalah graf fuzzy dengan graf dasarnya secara berurutan

*

G, =(Vi,E) dan G,=(V,,E,). Hasil perkalian modular G, dan G, adalah
pasangan fungsi (o, o,, 4] 1,)dengan

himpunan titik dan himpunan sisinya didefinisikan oleh

V={(uv)ueV, danveV,}

E ={(u,u,)(v,,V,)[uy, € B, uy, € B, b uf(u,u,) (v, v,) uy, 2 B u,v, 2 E, |
yang masing-masing memiliki derajat keanggotaan:

@) (0,0 o)((uv))=0,(u) Ao, (v), VueV, YeV,;

(i) (17 ,uz)((ul,uz)(vl,vz)):{

H(UN) A 1,(U,V,), VU, € B YUY, € B,
oy () Ao, (Uy) Aoy () Ao, (V,), Vuy, € B VU, ¢ E,
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Definisi 1.9 Isomorfik. Misalkan graf fuzzy G=(o,u) dan G'=(o', ')
diberikan dengan masing-masing graf dasarnya secara berurutan adalah
G =(V,E) dan G” =(V',E'). Graf fuzzy G = (o, u) isomorfik dengan graf fuzzy
G'=(o',4') atau dapat ditulis G =G'apabila terdapat pemetaan bijektif
h:V — V' yang memenuhi

(i) o(v)=c'(h(v)). Vv eV;

(ii) y(vivj):y’(h(vi)h(vj)),Vvi,vj ev.

Triyani, dkk. (2017) menjelaskan bahwa hasil operasi perkalian modular dua graf

fuzzy bersifat isomorfik. Berikut adalah teorema yang telah dibuktikan.
Teorema 1. Jika G, dan G, adalah graf fuzzy maka G, G, =G, G,

2. METODE PENELITIAN
Tahapan-tahapan yang dilakukandalampenelitianiniadalahsebagaiberikut:
1. Menyelidiki sifat-sifat isomorfik pada operasi perkalian tensor dua graf fuzzy;
2. Menyelidiki sifat-sifat isomorfik padaoperasi perkalian bintang dua graf
fuzzy;
3. Menyelidiki sifat-sifat isomorfik pada operasi perkalian Cartesius dua graf
fuzzy;
4. Menyelidiki sifat-sifat isomorfik padaoperasi perkalian modular dua graf

fuzzy.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Selanjutnya, penulis memperoleh beberapa sifat isomorfik pada operasi
perkalian tensor, bintang, Cartesius, dan modular dua graf fuzzy.Beberapa teorema

yang diperoleh adalah sebagai berikut.
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Teoremal. Misalkan diberikan graf fuzzy G, =(oy, 4, )dan graf fuzzy
G, =(0o,, 1,) . Hasil operasi perkalian tensor graf fuzzy G, dan graf fuzzy G,
isomorfik dengan hasil operasi perkalian tensor graf fuzzy G, dan graf fuzzy G,

Bukti. Misalkan diberikan graf fuzzyG, =(oy,4,) dan graf fuzzyG, =(o,, 1)
dengan graf dasarnya secara berurutan adalahG ™ =(Vv,,E))danG, =(V,,E,).
Diambil sembarang titik (u,v) eV, ®V, .Derajat keanggotaan setiap titik dari graf

fuzzy G, ® G, adalah

(o, ®02)((u,v)) =0, (u)ro,(v)

(
=(0,®0;)(h((uv))) (i)
)

Selanjutnya, diambil sembarang sisi(u,,u, )(V;,V,) € E, ®E, . Derajat keanggotaan
setiap sisi dari graf fuzzy G, ® G, adalah
(:ul ® 1, )((up u, )(Vl’VZ )) = (U1V1) N Hy (uzvz)
=l (uzvz)/\ Ay (U1V1)
:(ﬂz ®/11)((u2’u1)(V2’V1))

“mom) (e () G

Berdasarkan persamaan (i) dan (ii), terbukti bahwa untuk setiap graf fuzzy G, dan

G, berlakuG, ®G, =G, ®G,.

Teorema 2. Jika G, dan G, adalah graf fuzzy lengkapmaka
1) G *G,=G,*G

2) G *G,=G,xG,

3) G,xG,=G,[ G,

4) G,xG,=G,] G,
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Misalkan G, =(o;,14) dan G, =(o,,4,) adalah graf fuzzy lengkap. Graf dasar
dari graf fuzzy G, danG, secara berurutan adalah G =(V,,E,) dan
Gz* =(V,, E,).
Bukti.
1). Diambil sembarang titik (u,v)eVl *\/,. Derajat keanggotaan setiap titik dari
graf fuzzy G, *G, adalah
(0102)((u:v)) = 0, (u) A, (1)
=0,(vV)Ao,(u)

() ((v)

= (0, *0;)(h((u,v))) (iii)
Selanjutnya, diambil sembarang sisi (u,,u,)(V;,Vv,)€E *E,. Derajat
keanggotaan setiap sisi dari graf fuzzy G, *G, adalah

(ka1 (U 0 ) (V. V2 )) = (U5 A 1y (U )

S ACAAINACAA)

= (2% 1) (U0 ) (V21 1)

= (4t * 1) (0((u 1)) ((w,v,)) (iv)

Berdasarkan persamaan (iii) dan (iv), terbukti bahwa jika G, dan G, graf

fuzzy lengkap maka G, *G, =G, *G,.

2). Diambil sembarang titik (u,v) eV, *V,. Derajat keanggotaan setiap titik dari

graf fuzzy G, *G, adalah

(%) (V) = (012 ((u.v)
a(u)/\az(v):az(v)/\al(u)

(02 x0)((v.u))

= (o xay)(h((u.))) V)
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Selanjutnya, diambil sembarang sisi(u;,u, )(V;,V,) € E, *E, . Berikut terdapat

6 kasus dari himpunan sisi E, *E, dituliskan secara berurutan dari kasus 1

sampai dengan kasus 6.

E *E, =

o
V.V, ) U, =V, danuy, € E,fu
o
V.V, ) Uy, 2 E; danuyy, e E,ju
"

{(uy,u, ) (v, v, ) Uy, ¢ E, danu,y, ¢ E,|.
Kemudian, setiap sisinya dicari derajat keanggotaannya. Untuk kasus 1:
u, =v, danu,yv, € E, dan kasus 2: u, =v, danu,v, € E, derajat keanggotaan

sisinya adalah

(/'11 *,uz)((ulluz)(vl’vz)) :(ﬂz X:u’l)((UZ'ul)(VZ’Vl))
= (4, X,Ltl)(h((ul,uz))h((vl,vz ))) (vi)

Untuk kasus 3 sampai dengan kasus 6, derajat keanggotaan sisinya adalah
(ﬂi *luz)((ulvuz)(vl’vz)) =0.
Berdasarkan persamaan (v) dan (vi), makadapatdikatakanbahwajika G, danG,

graf fuzzy lengkap makaG, *G, =G, xG, .

3). Diambil sembarang titik (u,v) eV, xV,. Derajat keanggotaan titik dari graf

fuzzy G, xG, adalah
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=(o,0 0,)(h((uv))) (vii)
Selanjutnya, diambil sembarang sisi (u,,u, )(V,,V,) € E, xE, . Berikut terdapat

6 kasus dari himpunan sisi E, x E, dan dtuliskan secara beerurutan dari kasus

1 sampai dengan kasus 6.

m
X
m
[

{(upuy)(vy,V, ) luyy, € E; danu,v, € E, L

c
-

c
N
'j<

<
N

c

|
=<
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<

i)Y

m

—_——

)
(V1,v,)

(v, V,) Uy, 2 E; danu,v, ¢ E, b o
(ViuV, ) Uy, 2 E, danu, =v,}u
(Viov2)

c
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.:<
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=
<
™
m
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o
QD
S
c
<
m
m
—_——

{(uu,) (v, V, ) Uy, € E, dan uy, ¢ E, .
Selanjutnya dicari derajat keanggotaanmasing-masing sisinya. Untuk kasus 1:

uv, € E, danu,v, € E,, derajat keanggotaan sisinya adalah

(M)((ul,uz)(vl,vz))=(y2D ,ul)((uz,ul)(vz,vl))
=(u, 1 ,ui)(h((ul,uz))h((vl,vz))) (viii)
Untuk kasus 2 sampai dengan kasus 6, derajat keanggotaan sisinya adalah
(M)((ul,uz)(vl,vz)):o.
Berdasarkan persamaan (vii) dan (viii) terbukti bahwa jika G, dan G, graf
fuzzy lengkap makam =G, G,.
4). Diambil sembarang titik (u,v)eV1D V,. Derajat keanggotaan titik dari graf

fuzzy G, G, adalah
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(0,0 02)((u,v)) =o,(u)ro,(v)
=0o,(V)ro,(u)
:(02 ®01)((v,u))
= (o, ®al)(h((u,v))) (ix)

Selanjutnya, diambil sembarang sisi (u,,u,)(v,,v,)eEU E,. Derajat

keanggotaan setiap sisi dari graf fuzzy G, [l G, adalah

(£40 ﬂz)((ul’uz)(vl’vz)):ﬂi(ulvl)/\ﬂz(uzvz)
= 14, (U, ) A g (UV;)
= (14, ®ﬂ1)((u2’u1)(vz’v1))
= (14, ®,ul)(h((ul,uz))h((vl,vz))) (x)

Berdasarkan persamaan (ix) dan (x), maka dapat dikatakan bahwa jika G, dan

G, adalah graf fuzzy lengkap maka G, G, =G, ®G..

KESIMPULAN DAN SARAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat diambil kesimpulan bahwa hasil

operasi perkalian tensor dua graf fuzzy bersifat isomorfik, jika G, dan G,
merupakan graf fuzzy lengkap maka G *G,=G,*G, G *G,=G,xG,
G, xG, =G, G, dan G G,=G,®G,. Saran untuk penelitian selanjutnya

adalah untuk menyelidiki sifat-sifat isomorfik pada operasi perkalian tensor,

perkalian bintang, perkalian Cartesius, dan perkalian modular tiga graf fuzzy.
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