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ABSTRACT. Fluid is a substance that flows because of the pressure. Based on their
ability to resisting pressure, compressible fluid is one of the fluid which volume can be
compressed so they have a constant density. The basic equation of fluid is Navier Stokes
equation system that have a non linear partial differential form. Nevertheless, to obtain
the solution of non linear partial differential problem is not easy. Therefore, Navier
Stokes equation system are linearized into Stokes equation system. In this research, we
investigate the solution of the Stokes equation system by partial Fourier transform for
compressible fluid with surface tension in half-space.

Keywords: Stokes equation system, partial Fourier transform, compressible fluid, surface
tension, half-space.

ABSTRAK. Berdasarkan kemampuan menahan tekanan, fluida yang termampatkan
merupakan salah satu fluida yang volumenya dapat dimampatkan sehingga massa
jenisnya konstan. Persamaan dasar fluida adalah sistem persamaan Navier Stokes yang
memiliki bentuk persamaan diferensial parsial tak linier. Untuk mendapatkan solusi
masalah yang berbentuk tak linier tidaklah mudah. Oleh karena itu, sistem persamaan
Navier Stokes dilinierisasi menjadi sistem persamaan Stokes. Pada penelitian ini akan
dicari penyelesaian sistem persamaan Stokes menggunakan partial Fourier transform
pada fluida termampatkan yang disertai tegangan permukaan di half-space.

Kata kunci: Sistem persamaan Stokes, partial Fourier transform, fluida yang
termampatkan, tegangan permukaan, half-spaces.
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1. PENDAHULUAN

Mekanika fluida merupakan salah satu cabang ilmu fisika yang membahas
sifat-sifat, hukum dan gaya yang berlaku pada fluida dan merupakan fondasi bagi
ilmu terapan dan teknik. Tanpa disadari setiap hari manusia selalu berhubungan
dengan fluida seperti udara, air dan zat alir lainnya baik yang diam maupun yang
bergerak. Kemajuan pengetahuan mengenai fluida yang dicapai sampai abad ini
meliputi berbagai jenis studi baik secara analitik, numerik, maupun eksperimen
tentang aliran dan pengendalian lapisan batas, struktur turbulensi, pemindahan
panas ke dan dari fluida yang mengalir serta banyak masalah dalam
penerapannya. Untuk menyelesaikan permasalahan fluida diperlukan analisis
matematika. Persamaan dasar fluida secara matematis adalah sistem persamaan
Navier Stokes yang memiliki bentuk persamaan diferensial tak linier. Untuk
mendapatkan solusi masalah yang berbentuk tak linier tidaklah mudah. Oleh
karena itu, sistem persamaan Navier Stokes dilinierisasi menjadi sistem
persamaan Stokes. Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
sistem persamaan Stokes adalah transformasi Fourier.

Terkait dengan topik tersebut, Shibata dan Shimizu (2012) telah
membahas penyelesaian umum menggunakan transformasi Fourier parsial (partial
Fourier transform) dari sistem persamaan Stokes di half-space untuk fluida yang
tak termampatkan (incompressible) dengan menyertakan tegangan permukaan
(surface tension). Half-space yang digunakan dalam penelitian tersebut yaitu
ruang vektor berdimensi n dengan elemen ke-n dari vektornya adalah nonnegatif.
Sementara itu, penelitian mengenai penyelesaian sistem persamaan Stokes untuk
fluida yang termampatkan (compressible) tanpa tegangan permukaan pernah
dibahas oleh Shibata dan Go6tz (2014). Pada penelitian ini, penulis tertarik untuk
mengkaji penyelesaian sistem persamaan Stokes menggunakan Partial Fourier
Transform pada fluida termampatkan yang disertai tegangan permukaan di half-

space.
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2. HASIL DAN PEMBAHASAN

2.1 Sistem Persamaan Stokes yang disertai Tegangan Permukaan
Berdasarkan penelitian yang dilakukan oleh Shibata dan Shimizu (2012)

serta Shibata dan Go6tz (2014) pada penelitian ini diperoleh sistem persamaan

Stokes untuk fluida yang termampatkan dengan tegangan permukaan adalah

sebagai berikut:

(Ap+ydivu=f, diR,"
4 Au—DivS(u,p) =g, diR," (1)
An+u, =d, di Ry"

LS(u, p)n+ (c; — c,A)qn = h, diRy"

dengan

Ry" ={x = (x1,%3 .., %,) ERn |x, >0},

Ry" = {x = (x4, x5, ..., x,,) € R"|x,, = 0}.
dan
S(u,p) =2aD(u) + (Bdivu —yp)l

dengan «a, B, y adalah konstanta yang memenuhi @,y > 0 dan a + § > 0, dan

(Vu + (Vu)")

D(u) = >
.. (aiv]-+6jvi) d
yang komponen ke-(i,j) adalah D;; = — dengan d; = oo serta
n
’ 2 d
A= Z 6]- aj = E
j=1 g

Misal A # 0. Dari persamaan (1) baris pertama, dapat diperoleh
p=(f-ydiv)a, )

Kemudian, melalui substitusi persamaan (2) ke baris kedua sistem persamaan (1)
dapat diperoleh
Mm—alu—-(a+B+6)Vdivu=Ff, 3)

dengan § = y2A~tdan f = g —yA 1 Vf.
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Selanjutnya, melalui substitusi persamaan (2) dan n = (0,...,0,—1) ke baris
keempat sistem persamaan (1) dapat diperoleh
2a Dwn+ (B +68)divu-In+ (c; — c,A')m =h’, (4)
dengan h'=h+yfA 'l dan & =y2?A171. Sehingga, untuk =1,..,.n—1
persamaan (4) menjadi
a(anuj + ajun) = —h'}, (5)
sedangkan untuk j = n persamaan (4) menjadi
2a0,up + (B +8) divu+ (c; — c,A' ) = =Ry, (6)
dengan —h',, = —(h + 27 1yf).

Berdasarkan persamaan (3), (5), dan (6) maka sistem persamaan (1) dapat
dituliskan kembali sebagai
( M—aAu—(a+p+5)Vdivu=Ff
Mm+u,=d
a(0u; + du,) = —H/; (7)
| nj T Yj%n J
\2ad,u, + (B +8) divu+ (c; — c,A')n = —h'y.

Selanjutnya, berdasarkan Shibata dan Shimizu (2012) sistem persamaan (7)
direduksi menjadi
u—abu—(a+pf+68)Vdivu=0
Am+u,=d
a((')nu7+ ajr;n) = —h, (8)
\2a0,u, + (B + 6) divu+ (¢, — c,A )y ==,

2.2 Penyelesaian Sistem Persamaan Stokes yang disertai Tegangan
Permukaan Menggunakan Partial Fourier Transform
Setelah menyederhanakan sistem persamaan Stokes menjadi sistem
persamaan (8), langkah selanjutnya adalah mentransformasi sistem persamaan (8)
menggunakan partial Fourier transform sehingga diperoleh
(a(a~t + |o'|D)8; — ad,* T — (@ + B + 8)iw;(i0'd + d,l,) = 0
a(la™t + |w' D1, — adyt, — (@ + B + 6 )3, (iw't’ + 0,1,) =0
4 M+, =d )
a(anﬁj + iwjﬁn) = —flj
L 2a0,0, + (B + 8)(w'd + 0,0,) + (c; + colo'|?)h = —hy,
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dengan
iw'd = YT iwgdy. (10)
Selanjutnya, berdasarkan Shibata dan Go6tz (2014) akan ditentukan akar-
akar karakteristik sistem persamaan (8). Akar-akar karakteristik dapat diperoleh
dengan langkah-langkah sebagai berikut:
1. menerapkan operasi divergensi pada sistem persamaan (8) baris pertama
sehingga diperoleh
A1—-QRa+ B+ 8)A)divu = 0; (112)
2. menyederhanakan persamaan pertama dari sistem persamaan (2.8) sebagai
berikut
AMu—alu—(a+p+8)Vdivu =0,
A—adu—(a+ B +6)Vdivu = 0; (12)
Selanjutnya, mengalikan  kedua ruas persamaan (12) dengan
(A — Qa + B + 6)A), kemudian mensubstitusi persamaan (11) ke persamaan
(12) diperoleh
A—2aH(A-2A1Q2a+ B+ 8) Hu = 0; (13)
3. mentransformasi persamaan (13) menggunakan partial Fourier transform
sehingga diperoleh
(0,> — B?)(8,> — A?)a =0,

dengan

A=(Qa+pB+8) A+ |w'?) (14)

dan

B =.(a 11+ |w'[?). (15)

Setelah memperoleh akar-akar karakteristik, dimisalkan solusi # = (i, ..., 4;,)
adalah
il = P(e7 B — e=An) 4 Qe 7B
=P+ Qe B —peAn [ =1,..,n (16)
Dari persamaan (16) diperoleh
i = (P + Q;)e B¥n — pe~4*n, (17)
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Turunan pertama dari persamaan (17) yaitu
0ntl; = —B(P; + Q;)e B*n + APje~4*n, (18)

Turunan kedua dari persamaan (17) yaitu

0,20 = B2(Pj + Q;)e~B*n — AZPe~4%n, (19)
Selanjutnya,
i, = (P, + Q,)e B — p e~4*n, (20)

Turunan pertama dari persamaan (20) yaitu
Onl, = —B(P, + Q)e B + APBe~4*n, (21)

Turunan kedua dari persamaan (20) yaitu

0,%1,, = B%(P, + Q,)e B*n — A2P, e~4%n, (22)

Selanjutnya, dengan substitusi persamaan (16) ke persamaan (10) diperoleh

iw't' = (iw'P' +iw'Q)e B — jw'P'e™4*n, (23)

Kemudian dilakukan substitusi persamaan (17)-(23) untuk persamaan
pertama sampai kelima sesuai yang diperlukan pada setiap persamaan tersebut,
sehingga diperoleh:

( a(B? — A*)P; — (a + B + §)iw;(iw'P' = AB,) =0
iw'P' +iw'Q' —BP, —BQ,, =0
a(B2— AP, + (a + B + 8)A(iw'P' —AP) =0
M+0Q,=d
a((B - 4P, +BQ; - ia)an) =k
\2a+L+6)(B—A)P, + Qa+B+35)BQ,— (B+diw'Q' =2,

(24)

dengan Z, = (¢, + c,l'|*)A(€’, 0).

Untuk mempermudah mendapatkan penyelesaian sistem persamaan (24),
akan dibentuk sistem persamaan linier dengan memisalkan iw’Q’ dan Q,, sebagai
dua variabel. Persamaan ketiga dari sistem persamaan (24) dapat dituliskan
kembali menjadi

(a(B2—4%) — (a+ f+8)AP, + (a + B + 8 )Aiw'P' = 0. (25)
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Selanjutnya, dilakukan eliminasi persamaan kedua dari sistem persamaan (24) dan
persamaan (25), sehingga diperoleh

(a+p+5)4%-aB?)(iw'Q"-BQy)

tw'P" = ((a+B+8)AB+(aB2—(2a+B+8)A2))

(26)

Selanjutnya, mensubstitusikan persamaan (14) dan (15) ke persamaan (26)
sehingga diperoleh

. Ipro_ |w,|2(iw’Q’_BQn)
iw'P’ = ITEPIDE (27)

Dengan cara yang sama akan diperoleh

_AGw'Q' ~BQy)
"B 29

Kemudian, mengalikan Z}:} iw; ke persamaan kelima dari sistem persamaan
(24) diperoleh
a(B — A)iw'P' + aBiw' Q' + alw'|?*Q,, = iw'h'. (29)

Selanjutnya, dengan substitusi persamaan (27) ke persamaan (29) diperoleh

aa(B?~|o'")in'Q"  alo’|*(24B-|0’|*~B?)0n
(AB—|w'|?) (AB—|w'|?)

=iw'h (30)
Kemudian, mensubstitusikan persamaan (28) ke persamaan keenam dari sistem
persamaan (24) diperoleh

(20:A(B—A)—([>’+6)(A2—|w'|2))iw'Q' ((2a+ﬁ+5)B(A2—|w’|2))Qn
(4B-|w'|?) (AB-|w'|?)

=7, (3

Dengan demikian, persamaan (30) dan (31) dapat dituliskan ke dalam bentuk

matriks,
iw'Q"\ _ (iw'h'
L( Qn)_(za) (32)

dengan

_ L11 L12

L= (L21 Lzz)
_( aA(B? — |w']?) ala)’lz(ZAB—lw’lz—Bz)>
T \224A(B-A) - (B+86)(A*—|w'|®) Qa+pB+6)B(A?—|w'|?)/)
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Berdasarkan Shibata dan Gotz (2014), Det L # 0 maka persamaan (32) menjadi
(iw’Q’) _ 1 (iw’fl’)
QTL Za
_ 1 ( Ly —L12> (iw'ﬁ')
Det L\—Lz1 Lqq Zy

_ 1 Lzziwlﬁl - leza
Det L\—L, iw'h' + L1127,

/ Lzziw,ﬁ, - leza \

_ Det L |
—Lyiw'h' + L1Z, (33)
Det L

dengan Det L = L11L22 - L12L21.
Oleh karena itu, dengan mensubstitusikan persamaan (33) ke persamaan
(27) diperoleh

. IPI —_ |w’|2 (34)
LB = GB—lon®DetL
dengan M = (L, + BLy,)iw'h’ — (Ly, + BL1,)Z,. Dengan cara yang sama,

mensubstitusikan persamaan (33) ke persamaan (28), sehingga diperoleh

A

p =—°2
n (AB-|w’|?)Det L

(35)
Selanjutnya mensubstitusikan persamaan (27) dan persamaan (28) ke persamaan

pertama dari sistem persamaan (24) sehingga diperoleh

(a+B+6 )iwj(|w’|2—A2)
J 7 a(B2-42)(4AB-|w'|2)Det L

(36)

Dengan cara yang sama, melalui substitusi persamaan (2.27) dan (2.28) ke
persamaan ketiga dari sistem persamaan (24) diperoleh

8)4(|o'|> -2
p, = — @A) 37)

a(B%2-A2)(AB—|w'|?)Det L

Kemudian, mensubstitusikan baris kedua persamaan (33) dan (36) ke persamaan

kelima dari sistem persamaan (24) sehingga diperoleh
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2
_ i) (“+/3+5)(|0)’| —AZ)(L22+BL21) PN iwj
Qj = BDet L <L21 + a(B+4)(AB—|w']2) iw'h" + BDet L Lia +
(a++6)(|w’|*~4%)(L12+BL11)
a (|w | ) 12+BL1q >Za- (38)
a(B+A)(AB—|w'|?)

Selanjutnya, melalui substitusi baris kedua persamaan (33) ke persamaan keempat

dari (24) diperoleh

_ aDet L+L21l’(l),ﬁ’ (39)
T ADetL+Lq1Zq

=>

Dengan demikian diperoleh penyelesaian sistem persamaan Stokes pada fluida
termampatkan yang disertai tegangan permukaan dalam domain Fourier di half-

space sebagai berikut:

~

. 2
(a+[>’+6)le(|w'| —AZ)
a(B2—-A2)(AB—|w'|?)Det L
, 12 _ 42 .
iwj (a+,8+6)(|w| -A )(L22+BL21) . 'fl'-l- iwj L.+
BDetL\ 21 a(B+A)(AB—|w'|2) tw BDetL \ 11
2 . 2
(a+ﬁ+6)(|w'| _AZ)(L12+BL11) 7\ o=Bn _ (a+ﬁ+6)le(|w'| _Az) 1) oA
a(B+A)(AB—|w'[2) @ a(B2-A2)(AB—|w'|2)Det L ’
. IANG
ﬁn — ( A —L21l(}) h +L112a> e_an _ ( A )e_Axn'
(AB—|w’|?)Det L Det L (AB—|w'|?)Det L
dan

dDet L + Ly iw'h’
ADetL + L1 Z,

n=

Selanjutnya, penyelesaian sistem persamaan Stokes pada fluida termampatkan

yang disertai tegangan permukaan dapat dituliskan menjadi
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F-1 (a+B+8 )iwj(|w’|2—A2)
a(B2-A2)(AB—|w'|?)Det L

2
iw; (a+ﬁ+8)(|w'| —Az)(L22+BL21) PN iwj
BDet L <L21 T a(B+A)(AB—|w'|2) lw'h" + BDet L Ly +

(a+p+8)(|o'[*~A2)(L12+BL11) 7 ) o-Bn _
a(B+A)(AB—|w'|?) @

. Vi 2
T_1< (a+p+8)iw(|o'|*-4%) M)g_Axn’

a(B2—-A2)(AB—|w'|?)Det L

Uu, =

— A —L21iw'ﬁ'+LllZa —B A —A
P (oo M + 2 i) B () e~
(AB—|wr|?2)Det L Det L (AB—|w’|?)Det L !

dan

_{dDetL + Lyjiw'R’
n=F"
ADet L + Ly1Z,

3. KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitian ini, diperoleh
penyelesaian sistem persamaan Stokes menggunakan partial Fourier transform
pada kasus fluida termampatkan yang disertai tegangan permukaan sebagai
berikut:
uj =

F-1 (a+B+8 )iwj(|w'|2—A2)
a(B2—-A2)(AB—|w'|?)Det L

2 .
iwj <L21 + (a+,8+6)(|w | —AZ)(L22+BL21)> i 4 <L11 N

BDet L a(B+A)(AB—|w'|?) BDet L

(a+ﬁ+5)(|w'|2—A2)(L12+BL11) 7 ) e—Bxn _
a(B+A4)(AB—|w'|?) «

F-1 (0(+,B+6)iwj(|w’|2—A2) M ) e-4%n
a(B2-A2)(AB—|w'|2)Det L !
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A —Lyjiw' A +L112Z A

-1 21 114a —Bx —Ax

F (—2M+—)e n—(TM)e n),
(AB—|wr|?)Det L DetL (AB—|w'|?)Det L

dan

_,(dDetL + Lyjiw'R’

= < ADet L + L2, )
Pada penelitian ini telah dikaji penyelesaian sistem persamaan Stokes
menggunakan partial Fourier transform untuk fluida termampatkan. Pada
penelitian selanjutnya disarankan untuk mengkaji penyelesaian sistem persamaan

Stokes pada aliran fluida yang berbeda menggunakan partial Fourier transform.
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