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ABSTRACT. In this paper we define polynomials over a max plus algebra. Furthermore we
prove that the set of such polynomials is a semi ring.
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ABSTRAK. Pada makalah ini didefinisikan polinom atas aljabar max-plus. Lebih lanjut
dibuktikan bahwa himpunan semua polinom tersebut merupakan semi ring.
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1. PENDAHULUAN

Misalkan S adalah suatu himpunan tidak kosong. Himpunan S yang
dilengkapi dengan suatu operasi biner yang bersifat assosiatif dinamakan semi grup
(Fraelligh, 2000). Menurut Golan (2005), himpunan S yang dilengkapi dengan dua
buah operasi biner yakni penjumlahan (dinotasikan +) dan pergandaan (dinotasikan
%) dinamakan semi ring apabila memenuhi:

1. (S, +) merupakan semi grup komutatif dengan elemen netral.

2. (§,x) merupakan semi grup dengan elemen satuan.

3. Elemen netral merupakan elemen penyerap terhadap operasi X.

4. Operasi + distributif terhadap operasi X.

Semi ring S dikatakan idempoten apabila untuk setiap a € S berlaku a + a = a dan
dikatakan komutatif apabila operasi pergandaannya bersifat komutatif (Mora, dkKk,
2009). Suatu semi ring komutatif yang setiap elemen tak netralnya mempunyai

invers terhadap operasi pergandaan dinamakan semi lapangan.

Misalkan diberikan struktur aljabar Rmax & R U {—oo} dengan R adalah

himpunan semua bilangan riil, yang dilengkapi dengan dua buah operasi biner yakni

operasi penjumlahan dan pergandaan. Aljabar max-plus merupakan struktur aljabar


mailto:suroto_80@yahoo.com

290 Suroto

yang terbentuk dari Rmax dengan dilengkapi operasi “maximum” sebagai operasi
penjumlahannya dan operasi “plus” sebagai operasi pergandaannya, yakni

a @ b = maximum (a,b) dana@® b =a+b
untuk setiap a, b € Rmax (Farlow, 2009). Elemen identitas terhadap operasi

penjumlahannya adalah —oco dan terhadap operasi pergandaannya adalah O.
Himpunan Rmax yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan pergandaan
tersebut merupakan semi ring, dan selanjutnya dinamakan semi ring max-plus
(Akian, dkk., 2006). Menurut Bacelli, dkk (2001), semi ring max-plus tersebut juga
merupakan semi lapangan idempoten.

Pembahasan aljabar max-plus bisa diperluas pada kajian matriks yang
dilakukan dengan cara mendefinisikan matriks dengan entri-entrinya adalah elemen
pada aljabar max-plus. Kajian mengenai matriks atas aljabar max plus telah
dilakukan oleh Rudhito, dkk (2008) dan diperoleh bahwa matriks atas aljabar max-
plus terhadap operasi penjumlahannya merupakan semi grup komutatif idempoten,
sedangkan terhadap operasi pergandaannya merupakan semi grup.

Telah diketahui sebelumnya bahwa aljabar max-plus merupakan semi
lapangan idempoten. Pada makalah ini, pembahasan aljabar max-plus diperluas pada
kajian polinom dengan cara membentuk polinom yang koefisiennya adalah elemen-
elemen pada aljabar max-plus. Selanjutnya, struktur aljabar max-plus dan sifat-
sifatnya sebagai semi lapangan akan digunakan untuk membuktikan beberapa sifat

yang berkaitan dengan polinom yang dibentuk dari aljabar max-plus tersebut.

2. SEMIRING POLINOM ATAS ALJABAR MAX-PLUS

Bagian ini merupakan bagian utama pada penulisan makalah ini. Terlebih
dahulu didefinisikan polinomial dengan setiap koefisiennya adalah elemen-elemen
pada aljabar max-plus, seperti dinyatakan pada definisi berikut:

Definisi 2.1 Misalkan Rmax adalah aljabar max-plus maka polinom yang berbentuk
n

f(x) = Z aix' =ag+ ax + - + apx®

=0
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dengan ay, a4, a,, ..., a, ERmax dinamakan polinom atas aljabar max-plus dengan

indeterminate x.

Untuk selanjutnya, himpunan semua polinom atas aljabar max-plus dinotasikan

dengan Rmax[X], yakni
Rpaxlx] = {ag + a;x + -+ a,x™|ag, a4, ..., @y € Ryaxlt-

Dua buah polinom di R,,..[x] dikatakan sama apabila untuk setiap koefisien yang

letaknya bersesuaian nilainya sama, yaitu
aog+a;x + -+ ayx™ = by + byx + -+ by x™
jika a; = b; untuk setiap i > 0.

Definisi 2.2 Untuk setiap ag + a;x + - + ap,x™, by + byx + -+ + by, x™ di Rypax[X]
, didefinisikan operasi penjumlahan polinom seperti berikut:

(ap + a1x + -+ apx™) + (bg + byx + -+ bypx™) = co + c1x + -+ + cx* (2.1)
dengan c¢; = a; @ b; = max(a;, b;) untuk setiap i.

Terlebih dahulu ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan pada persamaan (2.1)
terdefinisi dengan baik (well defined) di R,ax[x]. Misalkan polinomial a, + a;x +
ot apxt, bo + byx + -+ + bypx™, go + g1x + -+ + grx*, hg + hyx + -+ hyxt
di Rpyax[x]. Jika

ag+ax+--+a,x" =by+byx+ -+ by x™
Jo + gix + -+ gxx* = hy + hyx + -+ + hyxt
maka (ag + a;x + - + ax™) + (go + g1x + - + gxx*)
=(ao @ go) + (a1 @ g)x + -+ (ar © g )x”
= (bo @ ho) + (b1 @ hy)x + -+ + (b @ hy)x"

= (by + byx + =+ + bpx™) + (hg + hyx + - + hyxh).
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Dengan demikian, operasi penjumlahan pada R,,..[x] terdefinisi dengan baik (well
defined).

Definisi 2.3 Untuk setiap ag+ ayx + -+ a,x", by +byx+ -+ bypx™ di

Rpax[x] , didefinisikan operasi penjumlahan polinom seperti berikut:
(ag + a1x + -+ a,x™) X (bg + bix + -+ bpx™) =dg + dix + - + dpp g x™™
(2.2)

dengan d; = Y —o axbi—x = (ap ® b)) ® (a; @ b;—1) D ... D (a;-; ® b)) B
(a; ® by)

= max((ao + by), (ay + b;_1), ..., (ai_1 + by), (a; + by))

Secara analog dengan operasi penjumlahan pada R,,..[x], diperoleh bahwa operasi

pergandaan pada R,.«[x] juga terdefinisi dengan baik (well defined).

Sebelumnya sudah dijelaskan tentang pendefinisian operasi penjumlahan dan
pergandaan pada R,,.«[x] yang terdefinisi dengan baik. Selanjutnya diperoleh bahwa
Rp,.x[x] terhadap operasi penjumlahan pada persamaan (2.1) memenuhi aksioma-

aksioma semigrup, seperti dinyatakan pada proposisi berikut:
Proposisi 2.1 (Ry,.x[X], +) adalah semi grup komutatif dengan elemen netral.

Bukti. Untuk setiap ag+ a;x + -+ apx™, by + byx + -+ by, x™, co + c1x +

-+ + ¢ x® polinom-polinom di Ry« [x] berlaku :
i (ag +ax + -+ apx™) + (b + byx + -+ + bypx™) = to + tyx + - + tyx”

dengan t; = a; @ b;, untuk setiap i. Karena Rmax adalah semi lapangan, maka
berlaku t; = a; @ b; adalah elemen di Rma. Sehingga to + tyx + - + tx*
merupakan polinom di R,,.«[x]. Dengan demikian, operasi penjumlahan tertutup

pada R, .« [x].
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((ag + agx + -+ apx™ + (b + byx + - + bpx™)) + (co + €1 + - +

cex’)

=po+pix+ -+ psxs, dengan p; = (a; @ b;) @ ¢; untuk setiap i. Karena
Rmax adalah semi lapangan, maka berlaku (a; @ b;) @ c; = a; D (b; D c¢;)
untuk setiap i. Dari sini diperoleh bahwa

((ap + ayx + =+ ayx™) + (bg + byx + - + by x™)) + (co + c1x + -+ +

Crex®)
= (ap +a;x + -+ apx™) + (( by + bix + -+ bypx™) + (co + cyx + - +
ckxk)).

Dengan demikian, operasi penjumlahan bersifat assosiatif di R,.«[x].

(ag+ a;x + -+ apx™) + (bg + byx + -+ + by x™) = to + tyx + - + tx*

dengan t; = a; @ b;, untuk setiap i. Karena Rmax adalah semi lapangan, maka

berlaku a; @ b; = b; @ a; untuk setiap i. Dengan demikian diperoleh bahwa
(ap + a;x + -+ apx™) + (bg + byx + -+ bpx™)
= (bg + byx + -+ bypx™) + (ap + a1 x + -+ + apx™)

sehingga operasi penjumlahan bersifat komutatif di Rp,,,[x].

. Polinom netral didefinisikan sebagai polinom dengan semua koefisiennya adalah

elemen netral pada R,,,.x yakni —oo. Polinom netral ini mempunyai bentuk
ap+ ayx + -+ apx™

dengan a; = —oo, untuk setiap i. Polinomial ini merupakan elemen identitas di
R.x[x] terhadap operasi penjumlahan. Dengan demikian, eksistensi elemen

netral pada R, .,[x] terpenuhi. Untuk selanjutnya, polinom netral cukup ditulis

0(x).
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Dari uraian di atas, terbukti bahwa R,,.[x] terhadap operasi penjumlahan adalah

semi grup komutatif dengan elemen netral. =

Selain itu, diperoleh bahwa R,,.[x] terhadap operasi pergandaan pada persamaan
(2.2) juga memenuhi aksioma-aksioma semigrup, seperti dinyatakan pada proposisi
berikut:

Proposisi 2.2 (R,ax[x],%) adalah semi grup dengan elemen satuan.

Bukti. Untuk setiap ag+ a;x + -+ apx™, by + byx + -+ by, x™, co + c1x +

-+ ¢,x" polinom-polinom di R, [x] berlaku :
i (ag+ax + -+ apx™) X (bg + byx + -+ + by x™) = tg + tyx + -+ + tx*

dengan t; = Yt _,axb;_, . Karena Ry., adalah semi lapangan, maka t; =
Y _oaxhi_, adalah elemen pada Ry Jadi to+t;x + -+ t,x* adalah

polinom di R,,,,[x]. Dengan demikian, operasi pergandaan tertutup di Ry, ,«[x].
ii. ((ag + a;x + -+ + apx™ X (bg + byx + -+ + byx™)) X (¢ + 1% + -+ + ¢;x¥)

= ((Zrp aix®) x (B bix™)) x (Zhey cix*)
= [Z725" (Xm0 b )] X (Zio cix")

= T Ehco(Epm apbj—p) ¢’

= (X jepeimi ajbpcy)x!

= N E 20 4 (Zpo bpcijp) ¥

= (Ziooaix') x [EZG (Zj=o bjci—j) x']

_(Z Oax) (( bx) (Z ch))
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= (ap + ayx + -+ + a,x™) X (( bo+ byx + -+ b, x™) X (co + c1x + -+ ckx"))
Dengan demikian operasi pergandaan bersifat assosiatif di Ry,ax[X]
iii. Polinom satuan pada R,,«[x] didefinisikan sebagai polinomial yang berbentuk
ap + ayx + -+ + apx™

dengan a, adalah elemen satuan di R, yakni O dan a; adalah elemen netral
pada R,.x Yakni —co untuk setiap i # 0. Polinom ini merupakan elemen identitas
di R.x[X] terhadap operasi pergandaan. Dengan demikian, eksistensi elemen
satuan pada R, [X] terpenuhi. Untuk selanjutnya, elemen satuan pada R,ax[X]

dinotasikan dengan 1(x).

Dari uraian tersebut di atas, terbukti bahwa R, ..[x] dengan operasi pergandaan

adalah semi grup dengan elemen satuan. m

Selanjutnya dari hasil yang diperoleh pada Proposisi 2.1 dan Proposisi 2.2 dapat
ditunjukkan bahwa R, .4[x] terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan pada
persamaan (2.1) dan (2.2) adalah semi ring, seperti yang dinyatakan pada proposisi
berikut yang merupakan hasil utama pada paper ini.

Proposisi 2.3 (Ryax[x], +,%) adalah semi ring.

Bukti. Sebelumnya sudah diketahui bahwa Rmax merupakan semi lapangan, sehingga
elemen netral pada Rmax merupakan elemen penyerap terhadap operasi pergandaan,

yakni

a® —oo=—-coR®a=—00

untuk setiap a € Rmax. Karena —oo adalah elemen penyerap pada Rmax, maka untuk

setiap polinom by + byx + -+ + b, x™ di R,ax[x] berlaku

0(x) X (by + byx+ -+ byx™) = 0(x) X (bg + byx + -+ + bp,x™) = 0(x).
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Dengan demikian, elemen netral pada R,..[X] yakni 0(x) merupakan elemen

penyerap terhadap operasi pergandaan. Selanjutnya, untuk setiap polinom
ap + a;x + -+ apx™, by + byx + -+ by x™, cg + cyx + -+ cpx”

di Ry,ax[x] berlaku

[(ap + ayx + -+ apx™) + (by + byx + -+ byyx™)] X (o + c1¢ + -+ ¢,x")
= (o) + (Ziobixt)) x (Rig cix?)

= (ZKo(a; B b)xt) x (Zirzo cixt)

((Z?:o a;ix') x (Zizo Cixi)) + ((Zﬁo bix') x (Xl Cixi))
=[(apg +a1x + -+ ax™) X (co + c1x + -+ cpx")]
+[(bo + byx + -+ bpx™) X (co + c1x + .o+ cx")]
Secara analog diperoleh bahwa
(co+cpx+ - +cx") X [(ag + ajx + -+ apx™) + (bg + byx + -+ by x™)]
=[(co+cix+ -+ cx") X (ag + a;x + -+ + a,x™)]
+[(co+c1x + -+ ¢ x") X (bg + byx + -+ byx™)]
Jadi operasi penjumlahan distributif terhadap operasi pergandaan.

Karena (Rp.x[x],+) adalah semi grup komutatif dengan elemen netral,
(Rpax[x],%) adalah semi grup dengan elemen satuan, elemen netral pada R,ax[X]
merupakan elemen penyerap terhadap operasi pergandaan, dan operasi penjumlahan

distributif terhadap operasi pergandaan, maka terbukti bahwa (R,.[X], +,%) adalah

semiring. |

Untuk selanjutnya, semi ring (Ryax[x], +,%) ini dinamakan semi ring polinomial

atas aljabar max-plus.
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3. KESIMPULAN

Perluasan kajian aljabar max-plus dapat dilakukan pada kajian polinom yang
dilakukan dengan cara mendefinisikan polinom dengan koefisiennya adalah elemen-
elemen pada aljabar max-plus. Polinom yang dibentuk ini selanjutnya dinamakan
sebagai polinom atas aljabar max-plus. Himpunan semua polinom atas aljabar max-
plus yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan polinomial merupakan semi grup
komutatif dengan elemen netral, sedangkan dengan operasi pergandaan polinomial
merupakan semi grup dengan elemen satuan. Lebih lanjut, himpunan semua
polinomial atas aljabar max-plus ini merupakan semi ring. Penelitian lanjut dapat

dilakukan untuk semi modul atas semiring polinomial atas aljabar max-plus.
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