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ABSTRACT. In this article contains the Group’s concepts in mathematical analysis
namely self-adjoint property and Stone Theorem. This theorem talks about generator
infinitesimal of Group. Moreover, this article will discuss the concepts of Group in
Schrodinger equation.
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ABSTRAK. Artikel ini memuat konsep-konsep Grup dalam matematika analisi, yakni
sifat self-adjoint dan Teorema Stone. Teorema Stone berbicara tentang prmbangkit
infinitesimal dari Grup. Lebih jauh bahwa artikel ini berbicara tenantang konsep-konsep
Grup dalam Persamaan Schrodinger.

Kata Kunci: grup, self-adjoint, pembangkit, dissipatif, persamaan Schrodinger

1. PENDAHULUAN

Perkembangan ilmu matematika analisis semakin terus berkembang
dengan pesat. Salah satu konsep yang belakangan ini berkembang adalah konsep
semigrup. Suatu persoalan persamaan diferensial dapat dibentuk ke dalam
masalah Cauchy abstrak. Semigrup didefinisikan sebagai sebuah operator
eksponensial, untuk t > 0. Dalam perkembangannya, semigrup berkembang
menjadi konsep grup, yang didefinisikan dengan suatu operator eksponensial,
namun dipenuhi untuk —oco < t < co.

Tujuan penulisan ini adalah untuk menelaah konsep-konsep dari grup,
sifat-sifat, dan juga Teorema Stone. Selanjutnya, konsep-konsep yang ada pada
grup kemudian diaplikasikan pada Persamaan Schrodinger. Persamaan ini
dibentuk ke dalam masalah Cauchy abstrak, kemudian dikaji tentang pembangkit

infinitesimalnya.
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2. GRUP DAN PERSAMAAN SCHRODINGER
2.1 Grup
Definisi 2.1.
Sebuah keluarga (T(t)):;er dari operator linear terbatas pada ruang Hilbert X
disebut grup kontinu kuat (grup C,) jika sifat-sifat berikut berlaku :
a. T(0) =1.
b. T(t+s)=T@)T(s) untuk —oo < t, s < o0,

c. limyoT(t)x = x untuk x € X.

Definsi 2.2.
Misalkan (T'(t)):eg merupakan grup kontinu kuat pada ruang Hilbert X dan

misalkan D (G) merupakan subruang dari X yang didefinisikan sebagai berikut

C T)x —x
D(G):= {xeX: lim————— ada. (D
t—0 t
Untuk setiap xeD(G), didefinisikan
T(t)x —
G = lim LDX =% @)
t—0 t

Operator G: D(G) € X — X disebut pembangkit infinitesimal dari grup kontinu
kuat(T (t)) ter-

Diberikan grup kontinu kuat (T(t)).cr dengan pembangkit (G,D(G)).
Kemudian definisikan T, (t) :== T(t) dan T_(t) :=T(—t) untuk t >0, maka
(T:(),., dan (T_(v)),., merupakan semigrup kontinu kuat dengan masing-
masing pembangkitnya secara berurutan adalah G dan —G. Oleh karena itu, jika G
pembangkit dari grup C,, maka G dan —G merupakan pembangkit dari semigrup
kontinu kuat. Operator G merupakan pembangkit dari grup kontinu kuat T(t)

yang didefinisikan sebagai berikut

_(Ty(t) t=0
r® = {T_ t) t<0 3)

Misalkan X ruang Banach dan X’ merupakan dualnya. Untuk setiap x € X,

definisikan himpunan dualitas F (x) S X' sebagai berikut :
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F(x) = {x":x'eX" dan (x',x) = |Ix]|* = llx"[|I*}. (4)

Definisi 2.3.
Suatu operator linear G:D(G) € X — X dissipatif jika untuk setiap x € D(G)
terdapat x’ € F(x) sedemikian sehingga

Re(Gx,x") < 0. (5)

Teorema 2.4.
Suatu operator linear G: D(G) € X — X dissipatif jika dan hanya jika untuk setiap
x € D(G) dan A > 0 berlaku

Allx|l < 1A = G)x|l. (6)

Definisi 2.5.
Misalkan H ruang Hilbert dengan hasil kali dalam {, ). Operator G:D(G) € X —
X dikatakan :

a. Self-adjoint jika G = G*

b. Skew-adjoint jika G = —G*

c. Symetric jika (Gx,y) = (x, Gy) untuk setiap x,y € D(G)

d. Skew-symetric jika (Gx,y) = —(x, Gy) untuk setiap x,y € D(G).

Teorema 2.6

Misalkan (G, D(G)) operator rapat pada ruang Hilbert H, maka G membangkitkan
grup uniter (T(t)).er pada H jika dan hanya jika iG self-adjoint, yakni (iG)* =
iG.

Bukti

Asumsikan (G,D(G)) operator rapat yang membangkitkan suatu grup uniter
(T (t))ter, maka berlaku, untuk setiap xeD (G),

1
—Gx = ltl\nol? (T(—t)x — x)

= li 1 -1
=lm - ((T(©) " x —x)
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1
= lti\rg; ((T(@®)x—x)
= G*x.
Diperolen bahwa G* = —G. Sebagai akibatnya, (iG)* = —iG* =iG. Jadi
iG merupakan operator self-adjoint.
Sebaliknya, asumsikan operator pada iG self-adjoint, maka G* = —G.
Akibatnya,
(Gx,x) = (x,G*x) = —(x,Gx) = —(Gx,x),
untuk setiap xeD(G) = D(G*) dan (Gx,x)eiR, sehingga Re(Gx,x) =0 dan
operator G dissipatif. Karena G* = —G, maka Re(G*x,x) = 0 untuk xeD(G).
Akibatnya, operator G* dissipatif. Diperoleh bahwa operator ¢ dan G* = —G
merupakan pembangkit infinitesimal dari semigrup C,. Jika semigrup kontinu kuat
T, (t) dan T_(t) dibangkitkan oleh operator G dan G*, yang didefinisikan oleh

T,(t) t=0

T = {T_(t) £<0

maka (T(t))teR grup uniter pada H.

Teorema 2.7.

Misalkan (T (t)) semigrup C, dari operator terbatas. Jika untuk setiap
t>0, (T(t))"* ada dan merupakan suatu operator terbatas maka
S(t) = (T(t))"! merupakan semigrup C, operator terbatas yang memiliki
pembangkit infinitesimal —G. Lebih jauh

_(T@® t=0
U = {T(t)_l e (7)
sehingga U (t) merupakan grup C, operator terbatas.

Bukti
Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa S(t) memenuhi sifat-sifat dari semigrup,
yaitu
SO =TWO)*=1,
St+s)=Tt+s)1=(TOTG) =T IT(s)™t =S)S(s).
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa S(t) kontinu kuat. Untuk s > 0, daerah hasil
T(s) berada di dalam X. Misalkan x € X dan s > 1. Terdapat y € X sedemikian
sehingga T'(s)y = x. Untuk t < 1, diperoleh bahwa
IT@®) " x — x| = IT®'T()y — TSl

=T TEOTOTE Yy — Tl

= ITOTOTES)T(—t)y — TSyl

= ITO'T@OT(s — Oy — Tyl

=IT(s =)y =Tyl
Untuk t N 0, diperoleh bahwa

IT(s =)y = T(s)yll = 0.

Oleh karena itu, S(t) kontinu kuat. Untuk x € D(G) diperoleh bahwa

Tt) 'x —x T(t) 'x —x
m DX XX
t\O t\O t

 x—T(t)x
= lim

N0 t
= —Gx.

Sehingga operator - G merupakan pembangkit infinitesimal.

Teorema 2.8 (Pertubasi).
Misalkan A dan B adalah operator linear pada H sehingga D(B) < D(A) dan
A + tB adalah dissipatif untuk 0 < t < 1 jika
IBx|l < allAx|| + Bllx[| untuk xeD(A)
dimana 0 < a < 1,8 = 0 dan untuk suatu t,e[0,1], A + t,B adalah m-dissipatif,

maka A + tB adalah m-dissipatif untuk semua te[0,1].

Teorema 2.9 (Stone).
Operator A:D(A) € H - H pembangkit infinitesimal Grup-C, dari operator
uniter pada Ruang Hilbert H jika dan hanya jika iA adalah self-adjoint.

2.2 Persamaan Schrodinger

Pandang persamaan Schordinger



86 Aloysius Joakim Fernandez

lou A v 8
ior 4T ®
di mana V merupakan Potensial. Persamaan ini dapat ditulis ke dalam bentuk

masalah Cauchy Abstrak

10u

i Au—TVu
Ju
i i(Au—"Vu)
du )
ET =iAu—ilu
2—1; = (iA—iV)u
ou ]
i (Ag —iV)u

di mana iA= A,. Dengan demikian, dapat dibentuk masalah Cauchy abstrak

sebagai berikut

%u(t, x) = (Ag — iV)u(t, x) 9)
u(0,x) = f(x).
Akan diperlihatkan bahwa operator A, — iV membangkitkan suatu grup uniter
et dalam ruang Hilbert H = L?(R™) dengan iA= A,, sehingga solusi
umum dari masalah Cauchy abstrak tersebut adalah

u(t,x) = f(x)e@o=t,

Definisi 2.10.
Misalkan D(4,) = H?(R™) di mana ruang H?(R™) didefinisikan sebagai

H?*(R™) = 1 feLl*(R™): f(1+ Iélz)zlf(f)lzdf@o (10)
(Rm)
dengan hasil kali dalam (f,g) = [ (1 + 11X F(&)G(¥) dé. Untuk ueD(4,),

misalkan iAu = Ayu.
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Lemma 2.11.
Operator iA, self-adjoint di L?(R™).
Bukti
Perhatikan
(iAgu, v)o = (iiAu, v),

= (—Au, v),

= — fAu.ﬁdx

R

=— f w. Avdx
RTL

= <u' _Av)O

= (u, iiAv),

= (u, ion)o.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa operator A, — iV merupakan pembangkit

dari grup uniter pada L2(R™). Namun demikian, terlebih dahulu akan ditunjukkan

juga bahwa operator ini memenuhi sifat-sifat self adjoint dan m-dissipatif.

Misalkan D(4,) = H?(R™).
1. Untuk ueD(4,), misalkan

Aou = iAu atau idyu = —Au.

Akan ditunjukkan bahwa i4, memenuhi sifat self-adjoint di L?(R™).

Misalkan (iA,)* adalah operator adjoint dari iA,, yaitu

(iAgu, v) = (u, (ihy)*v)

Selanjutnya, perhatikan bahwa

(—Au,v) = — fAu. vdx
Rn

= — fu.A—vdx
[Rn
= (u, —Av).
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Dapat disimpulkan bahwa (idyu,v) = (u,id,v) dan id, = (i4y)* self
adjoint
2. Akan ditunjukkan bahwa operator iA, + V = i(4, — iV) self adjoint, yaitu
((i1Ag + Vu,v) = (iAgu, v) + (Vu, v)
= (u, i4yv) + (u, Vv)
= (u, (idy + V)v).
3. Akan ditunjukkan bahwa operator (4, — iV) bersifat m-dissipatif. Karena
iA, + V self-adjoint maka
(iC4o — V) = i(4o — iV)
—i(Ay — V)" =i(4, —iV)
(A —iV)* = —(4, — iV).
Perhatikan
((Ag —iVu, u) = (u, (4 — iV) )
= (u, —(4p — iV)u)
= —(u, (4o — iV)u)
= —((4o — Wu,u),
sehingga diperoleh bahwa Re{(4, — iV)u,u) = 0.

4. Akan ditunjukkan bahwa A, m-dissipatif. Karena iA, self-adjoint, maka
Ay" = —A,, sehingga
(Aou, u) = (u, Ay u)
= —(u, Aou)
= —(Aow,u).

Akibatnya, diperoleh bahwa Re(A,u, u) = 0.

Akibat 2.12.
Operator A, adalah pembangkit infinitesimal dari grup operator uniter pada
L*(R™)

Definisikan sebuah operator V di L?(R™) dengan
D(V) = {u:uel?(R™),V.uel?(R")} (1D
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dan untuk ueD(V), Vu = V(x)u(x)

Lemma 2.13.

Misalkan V (x)eLP (R™). Jika p > g dan p > 2 maka untuk setiap &€ > 0 terdapat

konstanta C (&) sehingga
IVull < ellAu|| + C(&)||u|| untuk ueH?(R™)

di mana norm ||. || merupakan norm L? di R™.
Bukti
Jika ueH?(R™) maka dengan transformasi Fourier diperoleh bahwa
(1 + |&1P)U(E)el?(R™) dan karena p > 2 maka (1 + |&]?)"1eL?(R™). Dengan
menggunakan  ketaksamaan Holder, identitas Parseval, dan untuk

2p 1

q=-—,-= 14 3, diperoleh bahwa
24p° q p 2

1
q

lall, = f a(&)1%de
Rn
1
q

_ Ju +1E1)79(1 + [E12)918(6)[9d¢
Rn

1 1
2

p
< j (1 + (€12 Pde f (4 + €120 12de
R™ R

< Cp(llAull + [lulD).
Karenap = 2,1 < g < 2 dan berdasarkan pertidaksamaan Hausdorff-Young,

diperoleh bahwa
lull, < llill; dimana =+ =1,
r q

sehingga
llull, < lltlly < CpUlAull + llull)
llull, < Cp(llAull + [lulD).
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Dengan mengganti fungsi u(x) dengan u(px), p > 0 dan memilih sebuah p yang
tepat, dapat dibuat koefisien dari ||Aul| sekecil seperti yang diharapkan. Diberikan
€ > 0, sehingga diperoleh bahwa

lull- VI, < elldull + C(e)lull.

Dengan menggunakan ketaksamaan Holder, diperoleh bahwa

2 2
) T
IVul|? = fVZuzde fIledx flulrdx )
R" R" R"
sehingga
vl < Ivil,? lull,”
IVull < VI llull, < elldull + CCe)llull.

Teorema 2.14.
Misalkan V(x)eLP(R™). Jika p >~,p =2 maka A, — iV adalah pembangkit

infinitesimal dari grup operator uniter pada L?(R").
Bukti
Telah ditunjukkan bahwa operator iA, self adjoint dan A, m-dissipatif. Karena V
adalah operator real dan V simetris, maka iA, + V operator simetris. Untuk
membuktikan bahwa bahwa iA, + V self-adjoint maka perlu ditunjukkan range
dari I + (4, — iV) adalah L2(R™). Berdasarkan fakta bahwa +(4, — iV) adalah
m-dissipatif yang diperoleh dari sifat ke m-dissipatif +A4,,

IVull < ellAoull + C(&)l[ulluntuk ueD (4,)
dan Teorema Pertubasi yang mengakibatkan A, — iV self-adjoint serta
berdasarkan Teorema Stone, maka A, — iV adalah pembangkit infinitesimal dari

grup operator uniter pada L?(R™).

3. KESIMPULAN
Persamaan Schrodinger ini dapat diselesaikan dengan menggunakan
konsep Grup. Persamaan tersebut diubah ke dalam bentuk masalah Cauchy

abstrak
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%u(t, x) = (Ag — iV)u(t, x)

u(0,x) = f(x).
pada L?(R™). Selanjutnya, berdasarkan Teorema Stone, operator A, — iV
merupakan pembangkit dari Grup uniter et karena operator tersebut

memenuhi sifat self-adjoint.
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