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ABSTRACT. In this paper, we discuss the solution of the Poisson equation

with the initial condition u(0,y) = sin2y. We use the homotopy pertubation method to
get the solution.. The homotopy pertubation method is a combination of the homotopy
method and the pertubation method. The solution of the equation is assumed to be in the
form of a power series. The result is by using the homotopy pertubation method for the
diffution equation, the solution is the same with the exact solution.
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ABSTRAK. Dalam makalah ini dibahas tentang penyelesaian persamaan Poisson
—+-——+8u=0,
y

dengan syarat awalnya adalah u(0,y) = sin2y, menggunakan metode homotopi
pertubasi. Metoda homotopi pertubasi merupakan gabungan antara metode homotopi dan
metode pertubasi. Solusi persamaan diasumsikan dalam bentuk deret pangkat. Hasilnya
diperolen bahwa dengan menggunakan metode homotopi pertubasi untuk persamaan
Poisson, solusi yang diperoleh sama dengan solusi eksaknya.

Kata kunci. Persamaan Poisson, metode homotopi pertubasi, deret pangkat .

1. PENDAHULUAN
Pemodelan Matematika menjadi salah satu cara untuk memahami berbagai
fenomena di alam ini. Salah satu model matematika yang banyak bermanfaat

untuk menganalisa perilaku fenomena alam adalah model matematika dalam
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bentuk persamaan diferensial. Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang
melibatkan satu variabel tak bebas dan turunannya terhadap satu atau lebih
variabel bebas. Persamaan diferensial dibagi menjadi dua bagian, yaitu persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Kedua persamaan tersebut
dibedakan pada jumlah variable takbebasnya. Bila varibel bebasnya hanya ada
sebuah, maka persamaan diferensialnya merupakan persamaan diferensial biasa,
namun bila jumlah variabel bebasnya lebih dari satu maka persamaan diferensial
adalah persamaan diferensial parsial. Berbagai metoda digunakan untuk mencari
penyelesaian persamaan diferensial ini. Salah satu diantara metode tersebut adalah
metode pertubasi. Metode perturbasi digunakan untuk mencari penyelesaian
persamaan diferensial melalui pendekatan di mana solusi dari persamaan
diferensial diasumsikan sebagai sebuah fungsi dalam bentuk deret pangkat. Dalam
metode pertubasi mensyaratkan deretnya konvergen. Metode ini digunakan baik
untuk mencari penyelesaian persamaan differensial linier ataupun non linier.
Dalam menyelesaikan masalah taklinear, (Nayfeh, 2004) menggunakan metode
pertubasi di mana faktor taklinearnya diperlemah dengan memperkenalkan
parameter kecil. Sementara itu, JiHuan He (1999) menggabungkan antara metode
pertubasi dan metode homotopi yang terlebih dahulu dikenalkan oleh Liao (1992).
Metode tersebut kemudian dikenal dengan metode homotopi pertubasi dengan
mengenalkan parameter embedding pada deret pangkat tersebut. Metode ini cukup
ampuh untuk menyelesaikan persamaan diferensial linier maupun nonlinier. Hal
ini dikarenakan pemilihan parameter tidak hanya parameter yang kecil saja, akan
tetapi boleh sama dengan 1. Dalam penelitian, ini metode homotopi pertubasi
akan digunakan untuk menyelesaikan persamaan Poisson dengan rincian
penulisan sebagai berikut. Pada bagian dua dari paper ini dibahas tentang ide
dasar metode homotopi pertubasi. Bagian berikutnya dibahas tentang penyelesaian
persamaan Poisson menggunakan metode homotopi pertubasi. Paper ini diakhiri

dengan kesimpulan.



Penyelesaian Persamaan Poisson 107

2. IDE DASAR METODE HOMOTOPI PERTUBASI

Sampai saat ini, penerapan metode homotopi pertubasi dalam masalah
nonlinier menjadi perhatian khusus para ilmuwan dan insinyur, karena dengan
metode ini seseorang dapat secara terus menerus merubah bentuk masalah yang
rumit menjadi masalah sederhana yang mudah dipecahkan. Pengenalan dan
interpretasi dasar dari metode ini diberikan oleh Akbarzade dkk(2011), Andrianov
dkk(2006), Bayat dkk(2010), Bel’endez (2009),nBel’endez dkk(2009). Metoda
homotopi pertubasi dapat memecahkan kelas besar masalah nonlinier dengan
aproksimasi yang konvergen secara cepatdan akurat ke solusi. Metode ini sangat
efektif dan baik digunakan untuk persamaan nonlinier lemah maupun kuat.

Untuk mengilustrasikan ide dasar dari metode ini, diberikan persamaan

diferensial tak linear berikut:

Alu(r)] = f(r),reQ )
atau
AluM]—-f(r) =0, reQ (1)
dengan kondisi batasnya adalah
Bu(r), ) = 0,rer )

dengan A operator turunan tak linier, B operator batas f (r) fungsi yang diketahui,
Q adalah domain fungsi f, I adalah batas dari domain Q, dan u(r) adalah fungsi
yang akan ditentukan yang bergantung pada r. Operator A dapat dipisahkan dalam
dua bagian yaitu L dan N, dengan L adalah operator linear dan N adalah operator
tak linear, sehingga persamaan (1) dapat ditulis sebagai berikut
Llu(m)]+ N[u(] - f(r) = 0,reQ 3)
Dalam metode homotopi, dikonstruksikan suatu homotopi berikut :
v(r,p):Q x[0,1] » R

yang memenuhi persamaan berikut :

H(r,p),p) = 1 —p)IL(v) — Lup)] + p[Aw) — f(r)] =0  (4)
atau
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H(v(r,p),p) = L(v) — L(ug) — pL(w) + pL(u) + p(Aw) = f(r)) =0 (4)

dengan H adalah fungsi pertubasi homotopi, pe[0,1] adalah  parameter
embedding, dan u, adalah pendekatan awal dari penyelesaian persamaan (1) yang
memenuhi kondisi awal. Jelas bahwa :
H(v(r,0),0) = L(v(r,0)) — L(uo(r)) = 0 (%)
H(w(r,1),1) = Aw(r, 1)) - f(r) =0 (6)
Berdasarkan persamaan (4), maka penyelesaian persamaan H(v(r,0),0) = 0 dan
H(v(r,1),1) = 0 masing-masing adalah
v(r,0) = uy(r)
dan
v(r,1) = u(r).
Proses peningkatan nilai p dari 0 ke 1 yang mengakibatkan perubahan v(r, p) dari
uo(r) ke wu(r) disebut deformasi. Bentuk L(v(r,0))— L(uy(r)) dan
A(v(r, 1)) — f(r) disebut sebagai homotopi dalam topologi untuk parameter p;
dengan p dalam interval 0 <p <1 disebut parameter kecil yang digunakan
dalam pertubasi klasik.Dengan menggunakan metode pertubasi kita asumsikan
solusi persamaan (5) dan (6) dalam bentuk deret kuasa dalam p, yaitu :
v = vy + pvy + p2vy + o (7
Jika p mendekati 1, maka diperoleh penyelesaian pendekatan dari persamaan (4)
sebagai berikut :

u=limv
p—1

u = limy, (vy + pvy + p?vy + ) 8)
Uu=vy+vy+vy,+--
Kombinasi dari metode pertubasi dan metode homotopi disebut metode pertubasi

homotopi.

3. PENYELESAIAN PERSAMAAN POISSON
Pada bagian ini, akan diselesaikan persaaan diferensial sebagai berikut
berikut :
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9%u | 9%u
Py} + 92 +8u=0 9

dengan syarat awal
u(0,y) = sin 2y. (10)
Persamaan diferensial (9) dikenal sebagai persamaan Poisson. Persamaan ini
banyak ditemui dalam aplikasinya di dunia nyata. Ririn, dkk (2013) menggunakan
persamaan ini pada saat mengkaji aliran fluida melalui medium berpori dan proses
penghantaran panas sebagai dasar dari model matematika sistem panas bumi pasa
tunggal.
Penyelesaian eksak persamaan ini adalah adalah
u(x,y) = cos 2x sin2y (12)
Dalam bentuk deret Taylor penyelesaian eksak (11) dapat dituliskan kembali

sebagai
u(x,y) =[1-2x%+ %x‘* +§x4 —415x6 +0(x®)]sin2y ) (12)
Berikut ini akan digunakan metode pertubasi homotopi untuk menyelesaikan
masalah nilai awal persamaan (9) dan (10). Didefinisikan operator L sebagai
berikut :
0%u

L[u] = W

dan operator N sebagai berikut :
2%u
N [u] = ﬁ + 8y,

sehingga berdasarkan persamaan (4), diperoleh persamaan berikut :

(1—p)[ﬂ—azu°]+p[&+%+8v]=O (13)

ax2  ax? ax?

Diasumsikan penyelesaian dari persamaan (13) dinyatakan sebagai deret pangkat
dalam p,

v(x,y) = vo(x, ¥) + pva(x,y) + p?vo () + pPv3(x,¥) + - (14)
Jika persamaan (14) disubtitusikan ke dalam persamaan (13), kemudian
dipisahkan berdasarkan derajat kepangkatan p, maka diperolen persamaan
berikut:

0. 0%v, _ 0%u, _
0x?  0x?
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1. 62171 azuo 62170

Pl I+ T4 S0 By = 0 (15)
0%v, 0%v
2. 2 1 —
p°: 32 + 3y +8v; =0
0%v;  0%v,
p3: Tz T 3y +8v, =0

0%v, 0%*v,_,
. axz + ayz + 877”_1 =0

Dengan memilih pendekatan awal v(0,y) = u(0,y) = sin2y, maka diperoleh

pn

penyelesaian persamaan (15) sebagai berikut :

Vo = sin 2y,
v, = —2x?sin 2y,
2,
vy = gx sin 2y,
—4 6 .
V3 = Ex sin 2y,
v, = Exs sin 2y,

vs = 0(x1%)sin2y.
Jadi penyelesaian masalah nilai awal (9) dan (10) dengan metode pertubasi
homotopi diperoleh sebagai berikut :
ulx,y) =
sin 2y — 2x2sin 2y + %x" sin 2y — 415"6 sin 2y + %xs sin 2y+0(x1%) sin 2y
Solusi yang diperoleh ini sama dengan solusi eksak dalam deret Taylor pada

persamaan (12).

4. KESIMPULAN DAN SARAN

Dalam paper ini telah diselesaikan persamaan Poisson menggunakan
metoda homotopi pertubasi dimana solusi yang diperolen sama dengan solusi
eksak dalam bentuk deret taylor. Konstruksi fungsi homotopi dalam persamaan
ini lebih mudah karena persamaan Poisson yang diselesaikan merupakan

persamaan differensial linier.
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