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ABSTRACT. We prove that & is module over Gaussian Intergers and the set of
all coset of submodule Z? in module &* over Gaussian Integers is a quotient

module. We find the proof by showing that & is both a right module and a left
module over Gaussian Integers and showing that the set of all coset of submodule

7% in module & is both a right module and a left module over Gaussian Integers.
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ABSTRAK. Pada makalah ini dibuktikan bahwa & adalah modul atas Gaussian

Integers dan himpunan semua koset dari submodul Z pada modul &® atas
Gaussian Integers merupakan modul faktor. Bukti diperoleh dengan menunjukkan

bahwa R adalah modul kiri sekaligus modul kanan atas Gaussian Integers dan

menunjukkan bahwa himpunan semua koset dari submodul Z pada &
merupakan modul kanan sekaligus modul Kiri atas Gaussian Integers.

Kata kunci: modul, submodul, koset, modul faktor

1. PENDAHULUAN

Modul merupakan suatu struktur yang dibentuk dari suatu grup abel dan
suatu ring dengan elemen satuan. Misalkan M adalah grup abel terhadap operasi
penjumlahan dan R adalah ring dengan elemen satuan, modul kiri M atas ring R
adalah struktur yang dibentuk oleh M dan R yang dilengkapi dengan operasi pergandaan

skalar

(VreR)(VmeM), rmeM
dan memenuhi aksioma:

1. (VreR)(Vm,m, e M), r(m +m,)=rm +rm,
2. (Vr,r,eR)(VYmeM), (L+r,)m=rm+rm
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3. (Vr,r, eR)(VmeM), (rr,)m=r(r,m)

4, (YmeM), In=m dengan 1 adalah elemen satuan R.

Definisi modul kanan M atas ring R analog dengan modul Kkiri, tetapi pada operasi
pergandaan skalarnya, elemen-elemen r di R dituliskan disebelah kanan (Hartley, dkk.,
1970). Himpunan bagian tak kosong dari suatu modul disebut submodul jika
himpunan bagian tersebut dilengkapi dengan operasi yang sama dengan operasi
di modulnya, juga membentuk modul (Adkins, 1972). Sementara itu modul faktor
adalah suatu modul yang dihasilkan oleh suatu submodul dari modul yang
diberikan (Lang, 1995).

Gaussian Integers merupakan himpunan bagian dari himpunan bilangan

kompleks (Muchlisah, 2008) dan dinotasikan dengan
Z(i)z{a+bi|a,bEZ dani=V—1}

Menurut Fraleigh (2000), Gaussian Integers Z(i) merupakan daerah integral, yaitu

ring komutatif dengan elemen satuan yang tidak memuat pembagi nol.

Himpunan R? adalah himpunan dari semua elemen yang berbentuk 2-tupel

dengan setiap tupelnya merupakan bilangan riil (Anton, 1993). Himpunan R?

dinotasikan dengan

R? = {[;] %,y €R}.

Menurut Jacob (1990), R? merupakan ruang vektor atas lapangan himpunan

bilangan riil R. Hal ini mengakibatkan bahwa R? adalah grup abel terhadap

operasi penjumlahannya.

2. PEMBENTUKAN MODUL R? ATAS GAUSSIAN INTEGERS Z(i)

Sebelum membuktikan R? adalah modul atas Gaussian Integers Z(i),

terlebih dahulu didefinisikan operasi pergandaan skalar antara Z(i) dan R?yakni:
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ax; — bx,
ax, + bxq

(a + bi) [i;] = [

ax, — bxz]

X1 N
] dan [xZ] (a+bi) = [axz + bx,

untuk setiap (a + bi) € Z(i), [i:] € R2. Selanjutnya ditunjukkan bahwa dengan

operasi pergandaan skalar yang didefinisikan tersebut, R? memenuhi aksioma-

aksioma modul kiri dan modul kanan atas Gaussian Integers Z(i).

Proposisi 1. Himpunan R? adalah modul atas Gaussian Integers Z(i) dengan
operasi pergandaan skalar

ax, — bx,

N ax; — bx,
(a + bi) [Xz] = [axz + bx, ]’

X1 N
] dan [xz] (a +bi) = [axz + bx;
- . . xl 2
untuk setiap (a + bi) € Z(i), [xz] € R=.

Bukti. Pembuktian diawali dengan menunjukkan  bahwa operasi yang

didefinisikan tersebut adalah well-defined. Ambil sembarang (a + bi), (c + di) €

Z(i) dengan (a + bi) = (¢ + di) , dan [2] , [i;] € R? dengan [2] = BZ] Jika

(a + bi) = (c + di) dan [2] = [iﬂ maka

(a + bi) [2] _ [‘”‘1 - b"z] _ [Cy 1~ dy 2] = (c+di) [;';] dan

ax, + bxy cy, +dy;
(o] @+ b = |0 be] =[] dyZ] =[] +a)
Xy ax, + bx, cy, +dy, Y2 '

Jadi operasi pergandaan skalar yang didefinisikan tersebut well-defined.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa aksioma-aksioma modul Kiri dipenuhi:

(). ((a + bi) + (c + di)) [2] = ((a+ )+ b +d)i) [Z]

_[a+c)x;—(b+ d)xz]
T la+o)x, + (b + d)xy

. [axl - bxz] + [ cxq — dx, ]
"~ lax, + bx; cx, + bdx,
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= (a + bi) [2] + (c + di) [Z]

1 1 —b 2 2
o o0 (] B =@ o0 = o 305

— [axl - bx2]+ [ayl - byz]
ax, + bx; ay, + by,

= (a+b)[] + @+ b [}]

(iii). ((a+ bi)(c + di)) [i;] = ((ac = bd) + (ad + be)i) [iﬂ

_ [(ac — bd)x; — (ad + bc)xz]
" l(ac — bd)x, + (ad + bc)x,

_ [(acxy — adx,) — (bcx, + bdx,)
"~ (acx, + adx;) + (bcx; — bdx,)

_ [a(cxl —dx;) — b(cx, + dxy)
N a(CxZ + dxl) + b(CXl - de)

CX1 - de]
cxy + dxyq

= (a+b)|
= (a+ bi) ((c + di) [2])

(iv). 1[2] = (1 + 0i) [iﬂ = [ﬁﬂ

Karena R? memenuhi aksioma-aksioma modul kiri atas Gaussian Integers Z(i),
maka R? adalah modul kiri atas Gaussian Integers Z(i). Secara analog diperoleh
bahwa R? adalah modul kanan atas Gaussian Integers Z(i). Kemudian karena R?
adalah modul Kiri sekaligus modul kanan atas Gaussian Integers Z(i) maka R?

adalah modul atas Gaussian IntegersZ(i).m
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Selanjutnya, struktur modul R? atas Gaussian Integer Z(i) ini akan digunakan

untuk membentuk submodul, koset, dan pada akhirnya digunakan untuk

membentuk modul faktor yang diinginkan.

3. PEMBENTUKAN MODUL FAKTOR DARI SUBMODUL 7Z?

Pada makalah ini, pembentukan modul faktor menggunakan Z? vyaitu
himpunan bagian dari R?% Pembentukan modul faktor diawali dengan

menunjukkan bahwa Z? adalah submodul dari R? Hal ini dapat dibuktikan
sebagai berikut. Dengan pendefinisian

7% = {[Z] |21, 2, € Z}

jelas bahwa Z? adalah himpunan bagian dari R?yang tak kosong, sebab dengan

. . . Z
mengambil z;, z, sembarang elemen di Z selalu dapat ditentukan [z;] € 72

Kemudian, Z? juga merupakan submodul dari modul R? atas Z(i) karena untuk

setiap [Z] , ;2] € 72 dan a + bi € Z(i) berlaku:

Cl-Bil=E 25 en s [5]= [ 50 en

Selanjutnya didefinisikan himpunan IR{2/22 = {[i;] + Z2| [2] € ]RZ}

yaitu himpunan semua koset submodul Z? pada modul R? atas Z(i). Untuk

X X
penyederhanaan penulisan, selanjutnya [x;] + 7% € RZ/ZZ ditulis dengan [xﬂ

Proposisi 2. Himpunan ]RZ/ZZ merupakan modul faktor yang dihasilkan oleh Z?2

pada modul R? atas Gaussian Integer Z(i) dengan operasi penjumlahan dan

pergandaan skalar yang didefinisikan sebagai berikut:

untuk setiap [2] , [i;] € RZ/ZZ dan a + bi € Z(i) berlaku @ + Bjj =

o]+ Bl
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(a + bi) [i;] = (a + b1) [i;] dan [2] (a+bi) = [2] (a + b).

Bukti. Terlebih dahulu ditunjukkan bahwa operasi penjumlahan koset yang

didefinisikan tersebut adalah well-defined. Ambil sembarang
| )’2]'[362’]’[}12] € ™/,, dengan [xz] [ ] dan Y Jika
X1] _ V1] X1 2 _ [ 2 . . 1] _
x| = [}’2] maka [x2]+Z = [y2]+Z. Menurut sifat koset, jika [xz] =
1]

] . X1 V1 2 . .. x| Y1
N mengakibatkan [xz] — [yz] € Z-. Kemudian, jika [xj = [yz] maka

xl:] +7% = [y1] + Z2. Dengan demikian juga diperoleh [xl] — [yl] € 72.
V2 X2 V2

cemudian, ([5] +[22]) = (BT + [2]) = Gl - BaD + ([ - [ d) e

2 - . X1 xl 2 _ Y1 y1 2
Z~. Sebagai akibatnya ([xz] + [xj) +Z° = <[}’2] + y2]) + Z#, yang

mengimplikasikan bahwa [i;] + [?] [yl] Dengan kata lain, [ ] +
2

] =+ P

Berikut ini ditunjukkan bahwa operasi pergandaan skalar yang didefinisikan

tersebut juga well-defined.

. 1 1 1=y —b(x, —
(a+ b0 ([iz] - [52]) =(a+ bl) X2 — }’2] [Zgz - f’zg + bgi - iig

. [ax1 — bxz] _ [ay1 - byz]
~ lax, + bx; ay, + by,

= (a + bi) [Z] — (a+ bi) BZ] € 72,

Hal ini mengakibatkan (a + bi) [2] + 7% = (a + bi) [iﬂ + 72, yakni
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(a + b1) [2] =(a+br) [i;]

Dengan Kata lain, (a + bi) [i:] = (a + bi) B}]ﬂ Secara analog diperoleh bahwa

(] @+ bi) =[]+ .

Jadi operasi penjumlahan dan pergandaan skalar yang didefinisikan tersebut

adalah well defined.

Berikutnya ditunjukkan bahwa RZ/ZZ dengan operasi penjumlahan dan

pergandaan skalar yang didefinisikan di atas merupakan modul atas Z(i). Langkah

pertama adalah menunjukkan bahwa RZ/ZZ terhadap operasi penjumlahannya

merupakan grup abel. Untuk setiap @@E RZ/Zz, berlaku [ ] B;/]

[R{Z/ZZ. Hal ini berarti operasi penjumlahannya tertutup pada IRKZ/ZZ. Selain itu,

untuk  setiap [ ] y1] [i;] € ]RZ/ZZ berlaku ([Z] + iﬂ) + [2] -
T+ B+ Bl =GB+
=[al+ (Gl + [S) =Lal + ol + D = [l + (5al + [5])-

Selanjutnya,

L)+ Bl = [l + Bl = o) + Lal = ) + [
Jadi operasi penjumlahan pada RZ/ZZ bersifat assosiatif dan komutatif. Eksistensi

elemen netral pada RZ/ZZ juga dipenuhi, karena terdapat [8] sedemikian sehingga
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untuk setiap 2] € RZ/ZZ berlaku 2] + [8] = [2] + [8] = [iﬂ Selanjutnya,

eksistensi invers dari setiap elemen di RZ/ZZ dipenuhi, karena untuk setiap

[ ]ERZ/ZZ mempunyai invers Yyaitu —[ ] [ ] sedemikian sehingga

X —X
1]+ 1]
Xol =X,

aksioma-aksioma grup dan bersifat komutatif, maka ]RZ/ZZ adalah grup abel.

[8] Karena RZ/ZZ terhadap operasi penjumlahannya memenuhi

Untuk membuktikan bahwa RZ/ZZ adalah modul kiri atas Z(i), haruslah

dibuktikan bahwa dengan operasi pergandaan skalar yang didefinisikan, RZ/ZZ

memenuhi aksioma-aksioma modul. Ambil sembarang a + bi, c + di € Z(i) dan

[iﬂ ' B’I;] € RZ/Zz- Kemudian

@)  ((a+bi)+(c+dD) 2] = ((a+¢)+ (b + d)i) @

= (@+ )+ b +d)[]

_[a+c)x;—(b+ d)xz] _ [ax1 — bxz] + [cx1 — dxz]
T a4+ )xy,+ (b +d)xy] T laxy + bxy] T lexy +dxg

= (a+ b)) [;C;]-l-(c-l-dl) [i;] = (a+bi)@+(c+di)@

@ e+ 00 ([o]+ 1) = @+ o ([o]+[]) = @r oo ([ 231))
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[a(xl +y1) — b(x; + J’Z)] _ [axl - bxz] + [a)’1 - bJ’z]
a(x; +y,) +b(xy + y1) ax, + bx, ay, + by,

= (a + bi) [Z] + (a + bi) B,'ﬂ

(iii) ((a + bi). (c + di)) [2] = ((ac + bd) + (ad + bo)i) [2]

_ [(ac + bd)x; — (ad + bc)xz]
~ l(ac + bd)x, + (ad + bc)x,

= (a+ by [Cxl R dxz]

cx, +dx;

=@+ b)) |51 9% = @+ bide + [}

X ~ [X17 _ %1
i) 1] = a+on )] =[]
Karena RZ/ZZ memenuhi aksioma-aksioma modul kiri atas Z(i), maka IRiz/ZZ

adalah modul kiri atas Gaussian Integers Z(i). Secara analog diperoleh bahwa

RZ/ZQ adalah modul kanan atas Gaussian Integesr Z(i). Karena Rz/zz adalah
modul kiri dan modul kanan atas Gaussian Integers Z(i), maka IR{2/22 adalah
modul atas Gaussian Integers Z(i). Untuk selanjutnya RZ/Zz dinamakan modul

faktor atas Gaussian Integers Z(i). m
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4. KESIMPULAN

Himpunan RZ/ZZ dengan operasi penjumlahan dan pergandaan skalar

yang didefinisikan tersebut memenuhi aksioma-aksioma modul atas Gaussian

Integers Z(i). Modul RZ/ZZ atas Gaussian Integers Z(i) adalah modul faktor yang

dihasilkan oleh Z? pada modul R’ atas Gaussian Integers Z(i).
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