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ABSTRACT. We study Chebyshev’s Inequality and example of its application on the

expectation of a continuous random variable. In addition, we also discussed the inequality on

determinant form.
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ABSTRAK. Dalam makalah ini akan dibahas mengenai Ketaksamaan Chebyshev dan
contoh penggunaannya pada ekpektasi dari suatu peubah acak kontinu. Sebagai tambahan,
dibahas juga ketaksamaan dalam bentuk determinan matriks.
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1. PENDAHULUAN
Misalkan f terdefinisi pada suatu himpunan H. Kita katakana bahwa f naik pada

H apabila untuk setiap x, y € H dengan x < y berlaku

fe) < fO).

Jika ketaksamaan < berlaku, maka kita katakana bahwa f naik sejati pada H.
Definisi serupa dapat dirumuskan untuk fungsi turun dan turun sejati pada H.

Fungsi naik atau turun disebut fungsi monoton.
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Teorema 1.1. (Ketaksamaan Chebyshev). Jika f,g: [a, b] = Radalah fungsi

dengan kemonotonan yang sama maka

[T F@g(dx = (= f) fn)dx) (= J 9(x)dx) @)

Arah ketaksamaan dibalik bila f, g fungsi dengan kemonotonan yang berbeda.
Bukti dapat dilihat pada (Niculescu dan Pecarie, 2010).
2. PEMBAHASAN

2.1 Ketaksamaan Chebyshev dengan fungsi bobot
Teorema 2.1. (Mitrinuvie, dkk., 1993). Jika f,g: [a,b] » Radalah fungsi
dengan kemonotonan yang sama, p positif dan terintegralkan Riemann pada [a, b]

maka

[ pedx [ pOf()g()dx = [ p(x)f ()dx f p(x)g(x)dx ©)

Bukti analogi seperti pada (Niculescu dan Pecarie, 2010) yakni menggunakan fakta

bahwa untuk setiap x,y € [a, b] berlaku

P (f () —fFON@x)—g() =0

2.2 Ekspektasi
Misalkan p : [a, b] € R - R, merupakan fungsi padat peluang dari peubah acak X

dan

b
E(X):=f xp(x)dx

adalah ekpektasi dari peubah acak X.

2.3 Penggunaan Ketaksamaan Chebyshev pada Ekspektasi
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Dengan menggunakan Teorema 2.1, analogikan p(x) sebagai fungsi padat peluang

dari suatu peubah acak kontinu X karena p : [a,b] € R — R, dan sebagai akibat

p(x) merupakan fungsi padat peluang maka f: p(x)dx = 1.

Berdasarkan (2) diperoleh

E[fX)gX] z E[ f()]E[g(X)]
Untuk f,g : [a, b] = R adalah fungsi dengan kemonotonan yang sama. Seperti pada
kasus sebelumnya, arah ketaksamaan dibalik bila f, g fungsi dengan kemonotonan

yang berbeda.

2.4 Perumuman dengan bentuk determinan

Sebagai langkah awal, tinjau

(fe) = f) (gt — g»)

- |f(1y) f(lx)Hg(ly) g(lx)‘

Hal ini ingin mengatakan bahwa Ketaksamaan Chebyshev dapat dinyatakan dalam

bentuk determinan matriks.

Ketaksamaan Chebyshev dalam bentuk determinan
Teorema 2.2. (Mitrinuvie, dkk., 1993). Jika f, f>, ..., f» dan g4, g,, ..., gn fungsi
yang terintegralkan Riemann pada [a, b] dan

f1(-x1) - fl(ffn) 91('951) - 91(?Cn)
f00) e fult)

>0

In (xl) o Gn (xn)
maka

b b
[ rwa@dr . [ A@ged

>0

- S
[ Awaedx . [ heog@ax
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Ide pembuktian akan dimulai dari kasus determinan matriks 2 x 2.
Jika f; dan g; fungsi yang terintegralkan Riemann pada [a, b] dan

filx) i) |g1(x1)  91(x2)
f2(x1)  f2(x)l192(x1)  g2(x2)

dengan x,, x, € [a,b] maka

=0

b b
f £ (g1 (0 dx f £ (0 g2 (x)dx
a a >0

b b
[ rwamix | @
Bukti.

[P f00gi@dx [) fi(0g,(x)dx
L g 0dx [ f,009,(0)dx

g1(x1) g2(x1)
[P £0)g1()dx [L f(0) g () dx

dx;

= [ f1(x)

g1(x1)  g2(x1)

dx,dx
91(x2)  g2(x3) e

- f ’ f BACNACH

g1(x1)  g1(x3)

g2(x1)  g2(x2) dxdx; )

= f; f;f1(x1)f2(xz)
Dilain pihak

[P f00gidx [) fi(0g,(x0)dx
P H@a@dx [P f()g,(x)dx

f: f1(x2) g1 (x2)dx f: f1(x2) g2 (x2)dx
91(x1) 92(x1)

= f; fa(x1) dx,

g1(x2)  g2(x2)
g1(x1)  g2(x1)

= f: f: fa(x1) f1(x2)

dx;dx,

g1(x1)  g1(x3)

=f: f: —f2(x1) f1(x2) .(x))  g,(x3)

dx;dx, (x%)
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maka dari (*) dan (*=) didapat

[ DG dx [ f(0g,(x)dx
[P £0g:0dx [ f,(x)g,(x)dx

91(x2)  g2(x3)

dx,dx
g1(x1)  g2(x1) 12

= 110 [P (AGDf () — ) fi(x)

91(x2)  g2(xz)
g1(x1)  g2(x1)

:lfb fb filx1)  fi(x2)
27aa |fy(x1)  fa(x2)

berdasarkan sifat positif integral.

dxlde > 0

Lalu dengan cara yang sama untuk matriks
[PA@gdx . [) f(0gn()dx
[ f0g1(0dx o [L fr(x)gn(x)dx
fl(.xl) - fl(?cn)
fur) e FGollgaG) o gaGi)

Hal ini dikarenakan ada n! cara dalam pengambilan f;.

g1 (x1) - g1 (.xn)

b b
= %fa fa dx; ...dx, = 0.

3. KESIMPULAN DAN SARAN

Ketaksamaan Chebyshev merupakan ketaksamaan yang membandingkan perkalian

dua integral fungsi dengan integral dari perkalian dua fungsi dengan syarat fungsi

tersebut merupakan fungsi monoton. Ketaksamaan Chebyshev dengan fungsi bobot

dapat digunakan dalam ekspektasi suatu peubah acak kontinu dengan fungsi bobotnya

berperan sebagai fungsi padat peluang.

Lebih lanjut, syarat Ketaksamaan Chebyshev dapat diperlemah yakni dengan

menyatakan ketaksamaan dalam bentuk determinan.
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