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ABSTRACT. Multivariate Cox proportional hazard models have ratio property, that is 

the ratio of  hazard functions for two individuals with covariate vectors  z1 and  z2 are 

constant (time independent). In this study we talk about estimation of prameters on 

multivariate Cox model by using Maximum Partial Likelihood Estimation (MPLE) 

method. To determine the appropriate estimators  that maximize the ln-partial likelihood 

function, after a score vector and a Hessian matrix are found, numerical iteration 

methods are applied. In this case, we use a Newton Raphson method. This numerical 

method is used since the solutions of the equation system of the score vector after setting 

it equal to zero vector are not closed form. Considering the studies about multivariate 

Cox model are limited, including the parameter estimation methods, but the methods are 

urgently needed by some fields of study related such as economics, engineering and 

medical sciences. For this reasons, the goal of this study is designed to develop 

parameter estimation methods from univariate to multivariate cases.   

 

        Keywords: Multivariate Cox model; Maximum Partial Likelihood Estimation; Parameter 

Estimator; Newton Raphson Method. 

 
ABSTRAK. Model Cox multivariat proportional hazard memiliki sifat bahwa rasio dari 

fungsi hazard untuk dua individu dengan vektor covariat z1 dan z2 adalah konstan (tidak 

bergantung pada vektor waktu survival t). Penelitian ini  mengkaji tentang estimator 

parameter  pada model Cox multivariat dengan  metode Maximum Partial Likelihood 

Estimation (MPLE), hal ini disebabkan oleh bentuk baseline hazard model tersebut tidak 

spesifik.  Untuk menentukan nilai estimasi parameter model Cox multivariat proportional 

hazard, setelah diperoleh vektor skor dan matriks Hesse, iterasi numerik dilakukan 

dengan menggunakan metode Newton Raphson. Hal ini disebabkan oleh penyelesaian 

nilai-nilai estimator parameter model Cox multivariat tersebut tidak berbentuk tertutup. 

Mengingat kurangnya pembahasan tentang model Cox multivariat dan belum tersedianya 

bentuk estimator parameter pada model tersebut, sedangkan perkembangan bidang-

bidang yang mengkaji tentang survival multivariat seperti pada bidang ekonomi, bidang 

ilmu rekayasa dan pada bidang kedokteran dirasa sangat pesat. Untuk itu penelitian ini 

dibuat dengan tujuan untuk mengembangkan metode penaksir parameter model Cox 

univariat ke model Cox multivariat.  
 

Kata kunci:  Model Cox multivariat; Maximum Partial Likelihood Estimation; 

Estimator parameter model; Metode Newton Raphson. 
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1.     PENDAHULUAN 

     Pada bagian ini dikemukakan secara ringkas tentang apa yang menjadi latar 

belakang penelitian, bagaimana perumusan masalahnya, apa tujuan penelitian 

yang hendak dicapai dan apa manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini. 

1.1 Latar Belakang Penelitian 

  Model Cox proportional hazard atau dikenal dengan analisis survival  

adalah metode statistika yang digunakan untuk menganalisis data dimana variabel 

responnya adalah waktu kejadian yang dianggap penting (Klembaum, 1996). 

Analisis waktu survival ini banyak diaplikasikan pada berbagai bidang ilmu 

seperti pada bidang ilmu kedokteran, ilmu ekonomi, dan ilmu rekayasa. 

  Pada bidang ilmu kedokteran, waktu survival bisa berupa waktu sakit, waktu 

sembuh, waktu terjadinya infeksi, dan sebagainya. Pada bidang ilmu ekonomi, 

waktu survival  seperti kapan waktu yang tepat untuk mengganti produk dengan 

inovasi baru atau kapan inovasi baru dapat direalisasikan dalam proses siklus 

suatu produk. Bidang rekayasa juga turut berkontribusi pada perkembangan 

analisis survival, dimana pokok perhatian utamanya terletak pada pemodelan 

masa pakai berbagai mesin atau komponen elektronika ( Lawless, 2003 ) 

   Metode-metode pada analisis survival telah dikembangkan oleh para peneliti 

pada bidang ilmu yang berbeda-beda, akibatnya muncul nama dan istilah yang 

berbeda-beda pula. Namun pada bidang-bidang tertentu yang sering dijumpai 

antara lain survival analysis (bidang kedokteran), event history analysis (bidang 

sosial),  failure time analysis atau lifetime analysis  (bidang rekayasa), duration 

analysis atau transition analysis (bidang ekonomi). Perbedaan nama ini tidak 

mengubah prinsip dan kaidah-kaidah keilmuannya, melainkan berbeda dalam hal 

istilah dan pendekatannya saja. 

  Pada data survival, model regresi linier biasa kurang tepat untuk digunakan, 

hal ini disebabkan data waktu survival jarang yang mengikuti distribusi normal 

(Klembaum,1996). Model Cox proportional hazard saat ini banyak digunakan 

untuk analisis data survival. Model ini sangat populer untuk analisis data survival 

karena bentuknya sederhana dan tidak berdasarkan pada asumsi-asumsi distribusi.  
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  Pada beberapa tahun terakhir ini teori yang berbasis model telah menjadi 

semakin kokoh, berbagai perkembangan memperlihatkan beberapa perluasan baru 

seperti model Cox terstratifikasi (Klembaum,1996) atau model Cox dengan 

variabel prediktor yang bergantung waktu (Collet, 1994). Metode alternatif  lain 

untuk analisis data survival adalah model accelerated failure time (Collet, 1994).  

  Pada bidang statistika terdapat kajian khusus tentang analisis survival yaitu  

kajian tentang regresi Cox propotional hazard. Namun untuk kasus multivariat, 

hal ini masih tergolong sangat jarang ditemui, terutama pada bagian inferensi 

statistiknya seperti estimasi parameter dan statistik uji untuk pengujian hipotesis.  

  Mengingat kurangnya pembahasan tentang model Cox multivariat dan 

belum tersedianya bentuk estimator parameter, sedangkan perkembangan bidang-

bidang tertentu yang  terkait dengan survival multivariat dan membutuhkan alat-

alat statistik yang relevan dirasa cukup pesat, untuk itu penelitian ini dibuat untuk 

memenuhi kebutuhan tersebut.  

1.2 Perumusan Masalah 

  Dari uraian latar belakang di atas teridentifikasi beberapa permasalahan 

yang perlu segera dipecahkan dan menarik untuk diteliti lebih jauh, yaitu dapat 

dirumuskan sebagai berikut: 1) Bagaimana bentuk estimator parameter model Cox 

multivariat? dan 2)  Apakah estimator parameter model Cox multivariat tersebut 

bersifat konsisten dan asymtotic normality? 

1.3 Tujuan Penelitian  

  Berdasarkan perumusan masalah yang telah diuraikan di atas, tujuan yang 

hendak dicapai dalam penelitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk estimator 

parameter model Cox multivariat dan mengetahui lebih jauh tentang sifat-sifatnya, 

meliputi sifat kekonsistenan dan sifat asymptotic normality. 

1.4 Manfaat Penelitian  

  Setelah diperoleh bentuk estimator model Cox multivariat dan mengetahui 

sifat-sifat estimator tersebut, manfaat yang dapat dirasakan terutama adalah untuk 

penelitian-penelitian yang berkaitan dengan analisis model survival multivariat, 

khususnya pada pemodelan model Cox multivariat dapat dengan mudah dilakukan 

dan dengan mudah pula diterapkan pada kasus-kasus riil yang relevan.  
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2.   METODE PENELITIAN 

  Metode dan tahapan-tahapan yang dilakukan untuk mendapatkan estimator 

parameter model Cox multivariat dengan metode Maximum Partial Likelihood 

adalah sebagai berikut: 

  a. Menetapkan bentuk marginal model Cox multivariat, yaitu  

   T

0( , ) ( ) exp( )k ik ikt tZ β Z , untuk baseline hazard yang identik,  atau 

   T

0( , ) ( )exp( )k ik k ikt tZ β Z , untuk baseline hazard yang berbeda-beda. 

  b. Membentuk fungsi likelihood parsial model Cox multivariat, yaitu 

                  

T

T
1 1

1 1

exp( ( ))
( )

( )exp( ( ))

ik

n K
ik ik

n K
i k jl ik jl ikj l

X
PL

Y X X



 
 

 
 

  
  


 

β Z
β

β Z
 

   untuk baseline hazard yang identik, atau 
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   untuk baseline hazard yang berbeda-beda Wong  (1986).   

  c. Membentuk In-likelihood parsial model Cox multivariat , yaitu 

                    

T

T
1 1

1 1

exp( ( ))
ln ( ) ln

( )exp( ( ))

ik

n K
ik ik

n K
i k jl ik jl ikj l

X
PL

Y X X



 
 

 
 

  
  


 

β Z
β

β Z
 

   untuk baseline hazard yang identik, atau 
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   untuk baseline hazard yang berbeda-beda. 

  d. Memaksimumkan fungsi ln ( )PL β  dengan cara menurunkan ln ( )PL β  

terhadap β  untuk mendapatkan vektor skor, dan selanjutnya mengatur 

vektor skor tersebut agar sama dengan nol, yaitu 

ln ( )
( )

PL
 



β
U β 0

β
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  e. Menentukan matriks Hesse, yaitu matriks turunan parsial pertama dari 

vektor skor ( )U β  atau turunan kedua dari ln ( )PL β  terhadap ,β yaitu 

2

T

ln ( )
( )

PL


 

β
H β

β β
 

  f.  Melakukan iterasi numerik, di sini digunakan metode Newton Raphson 

( ) ( 1) 1 ( 1) ( 1)( ) ( )q q q q    β β H β U β , 1,2,q   

 g.  Memperoleh estimator β̂ dengan menggunakan pemrograman MATLAB. 

 

3.   HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Pada bagian ini dibahas cara mendapatkan estimator parameter pada model 

Cox multivariat dengan menggunakan metode Maximum Partial Likelihood 

Estimation (MPLE), dan pengkajian sifat-sifatnya meliputi sifat kekonsistenan 

MPLE β̂ , asymptotic normality dari β̂ , dan kekonsistenan estimator ˆˆ ( )Σ β . 

3.1.  Estimator Parameter Model Cox Multivariat 

 Misalkan terdapat n unit (pasien/cluster) dan setiap unit berpotensi untuk 

mengalami K  tipe failure. Misalkan ikT  adalah waktu terjadi tipe failure ke-k 

pada unit ke-i, dan misalkan ikC  adalah waktu sensoring untuk unit ke-i pada   

tipe failure ke-k. Didefinisikan min( , )ik ik ikX T C  dan fungsi indikator sensoring 

( )ik ik ikI T C   . Demikian juga dengan T

1( , , )ik ik pikZ ZZ  menyatakan vektor 

prediktor untuk unit ke-i, tipe failure ke-k. Vektor waktu failure 1( , , )i i iKT TT  

dan vektor waktu sensoring 1( , , )i i iKC CC  diasumsikan saling bebas bersyarat 

terhadap vektor prediktor T T

1( , , )i i iKZ ZZ  ( 1, , )i n . Untuk selanjutnya 

diasumsikan bahwa ( , , )i i iX C Z  adalah elemen-elemen random yang saling bebas 

dan berdistribusi secara identik. Jika ikT  atau ikZ  hilang, maka ditetapkan 0,ikC   

yang berarti 0ikX   dan 0ik  .  Pada umumnya, kasus-kasus demikian tidak 

memberi kontribusi terhadap perhitungan statistik. 

 Model yang lazim digunakan untuk merumuskan distribusi marginal pada 

setiap tipe failure adalah model proportional hazard. Model tersebut tergantung 
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pada apakah baseline hazard-nya identik atau tidak identik diantara K tipe failure. 

Fungsi hazard dari unit ke-i pada tipe failure ke-k dengan baseline hazard identik 

atau berbeda-beda, secara berturut-turut, ditulis sebagai berikut 

                                          
T

0( , ) ( )exp( )k ik ikt Z t β Z                                        (1)   

atau 

                                           T

0( , ) ( )exp( )k ik k ikt Z t β Z                                       (2) 

dimana 0 ( )t   dan 0 ( )k t   ( 1, , )k K  keduanya adalah fungsi baseline hazard, 

dan T

1( , , )p β  adalah vektor parameter  (koefisien regresi) yang berukuran 

1.p  Pada kasus-kasus ketika fungsi baseline hazard-nya berbeda-beda diantara 

K  tipe failure, digunakan  0 ( )k t  ( 1, , )k K ,  jika tidak demikian, maka cukup 

diasumsikan fungsi baseline hazard-nya sama. Pada kedua model (1) dan (2), 

digunakan vektor β yang sama diantara model-model marginal-nya. Hal ini tidak 

akan mengurangi keumuman karena asumsi tersebut selalu dapat dipenuhi oleh 

pemakaian variabel prediktor yang tepat. Perlu diketahui bahwa Wei, et al. (1989) 

menggunakan model (2) dengan vektor parameter regresi tipe spesifik sedangkan 

Lee, et al. (1992) mempelajari model (1). 

 Jika observasi yang diamati diasumsikan independen maka fungsi partial 

likelihood untuk β dari model (1) dan model (2), secara berturut turut, adalah 
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dan 
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dengan indikator survival ( ) ( )ik ikY t I X t  , yang berarti ( ) 1ikY t   jika unit ke-i  

pada tipe failure ke-k  survive dan beresiko dibawah pengamatan pada titik waktu 

,t  dan bernilai nol untuk alternatif yang lainnya. Fungsi logaritma natural dari 

partial likelihood ( )PL β  pada persamaan (3) dan (4), secara berturut-turut, adalah 
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Vektor skor yang bersesuaian dengan persamaan (5) dan (6), berturut-turut adalah 

                            

(1)

(0)
1 1

( , )
( ) ( )

S ( , )

n K
ik

ik ik ik

i k ik

X
X

X 

 
   

 


S β
U β Z

β
          (7) 

dan 

                             

(1)

(0)
1 1

( , )
( ) ( )

S ( , )

n K
k ik

ik ik ik

i k k ik

X
X

X 

 
   

 


S β
U β Z

β
          (8) 

dimana 
T ( )(0) 1

1
S ( , ) ( ) jk

n t

k jkj
t n Y t e


 

β Z
β , 

T ( )(1) 1

1
( , ) ( ) ( )jk

n t

k jk jkj
t n Y t e t


 

β Z
S β Z  

( 1, , )k K  dan ( ) ( )

1
( , ) ( , )

Kr r

kk
t t


S β S β  ( 0,1)r  . Pada kedua kasus di atas, 

diperoleh estimator tunggal β̂ dengan cara menyelesaikan persamaan (7) atau (8) 

yaitu  ( )  atau ( ) . U β 0 U β 0  Jika penyelesaian tersebut tidak menghasilkan 

solusi yang eksplisit (bukan bentuk tertutup), maka estimator β̂  diperoleh dengan 

pendekatan secara numerik. Matriks Hesse atau matriks turunan parsial kedua dari 

ln ( )PL β  atau matriks turunan pertama dari vektor skor ( )U β  terhadap β  adalah 
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2
a  

di sini adalah notasi outer-product yang berarti matriks T ,aa  ini berlaku untuk 

sebarang vektor kolom .a  Selanjutnya MPLE β̂ diperoleh melalui iterasi numerik, 

di sini digunakan metode Newton Raphson, yaitu dirumuskan sebagai berikut 

( ) ( 1) 1 ( 1) ( 1)( ) ( )q q q q    β β H β U β , 1,2,q   
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Proses iterasi dimulai dengan penentuan nilai awal (0)
β  dan iterasi dihentikan pada 

langkah ke-m  jika ( ) ( 1)m m  β β  dimana   adalah bilangan yang sangat kecil. 

Maka MPLE β̂  dari β  adalah ( 1)ˆ mβ β . 

3.2.  Sifat kekonsistenan MPLE β̂  

 Pada bagian ini dibahas sifat kekonsistenan MPLE β̂ dari parameter .β  

Secara ringkas hal ini dijelaskan pada proposisi berikut ini.  

Proposisi 1: Misalkan β̂ adalah MPLE dan 0β  adalah true value dari β  pada 

model Cox multivariat. Jika n maka P

0
ˆβ β , yaitu MPLE β̂  konsisten.   

Bukti: Bentuk ( )PL β  pada persamaan  (3)  jika dinyatakan dalam notasi counting 

process, maka bentuk tersebut menjadi 
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dengan ( ) 1ikdN u   jika ( ) ( ) 1ik ikN u N u    dan ( ) 0ikdN u   untuk alternatif 
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j jl jl jl

l

u u u u


 β β β βE

 

Untuk ( ) ( , )d

jl tS β , 0,1, 2,d   seperti yang telah dirumuskan pada bagian 3.1 di atas,  

terdapat persekitaran  B  dari 
0β  dan, mencakup  ( ) ( )( , ) ( , )d d

jl jlt ts β S βE  secara 

berturut-turut, fungsi scalar, fungsi vector, dan fungsi matriks (0)s ( , )jl tβ , (1) ( , )jl ts β  

dan (2) ( , )jl ts β  terdefinisi pada [0, ]B  sedemikian sehingga, untuk 0,1, 2,d 

   
P( ) ( )

[0, ],

sup ( , ) ( , ) 0d d

jl jl
t

t t
 

 
β

S β s β
B  

jika n, 1, ,j n ; 1, ,l K .            (9) 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa ( , )G β  ekuivalen dengan ( , )G β  secara 

asimtotik, dalam arti bahwa P( , ) ( , )  jika .G G n   β β 0  

Dari definisi ( , )kG β  dan ( , )kG β ,   

(0) (0)

(0) (0)
1 0 00

(0) (0)

(0) (0)

0 00

S ( , ) ( , )1
( , ) ( , ) ln ln  ( )

S ( , ) ( , )

S ( , ) ( , ) ( )
ln ln  

S ( , ) ( , )

n
j j

k k ik

i j j

j j k

j j

u u
G G dN u

n u u

u u N u
d

u u n





 


  
    

  

    
     

   





β s β
β β

β s β

β s β

β s β

 

Karena ( ) ( , )d

jl ts β  adalah fungsi-fungsi dari β B  terbatas pada  0,B [ , kontinu 

di 0β dan berlaku persamaan (9), maka untuk setiap  0,u   dan ,β B.  

(0) (0) (0) (0)

0 P

(0) (0) (0) (0)

0 0 0

S ( , ) s ( , ) S ( , ) S ( , )
ln ln ln ln 0 jika n

S ( , ) s ( , ) s ( , ) s ( , )

j j j j

j j j j

u u u u

u u u u
    

β β β β

β β β β
 

sehingga diperoleh bahwa 

10

(0)

0 0

0

( ) 1
P P ( ) ( ) 
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n
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ik ik
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k k

N
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( ) s ( , ) ,k ku u du



   β maka P(0)

0 0

0

P ( ) S ( , ) 0k ku u du




 
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 
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jika  
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n, sehingga / 0    jika .   
( )

Karena itu, lim lim P 0.k

n

N

n




 

 
  

 
           

PJadi, ( , ) ( , ) .k kG G  β β 0  Akibatnya ( , )G β  ekuivalen dengan ( , )G β  

secara asimtotik. Karena itu, untuk data besar ( n), MPLE β̂ di ( , )G β  

konvergen dalam probabilitas ke 
0β  (true value yang memaksimumkan ( , )tβL  di 

( , )G β ).  Hal ini menunjukkan bahwa jika ,n   maka MPLE P

0
ˆ .β β   

3.3.  Sifat asymptotic normality dari β̂  

 Untuk data besar, estimator 
0

ˆ( )n β β  konvergen dalam distribusi ke 

0( , ( ))p 0 Σ βN , dimana  T

0 1 0 1 01 1 1 1
( ) ( ) ( ) .

n K n K

ik jli k j l   
   Σ β D β D βE  Hal ini 

dijelaskan pada proposisi berikut ini.  

Proposisi 2: Misalkan 0( )Σ β  adalah matriks kovariansi. jika ,n   maka 

0 0
ˆ( ) ( , ( )).pn  β β 0 Σ β

D N   

Bukti: Ekspansi Taylor orde pertama untuk vektor skor ( )U β dengan pusat true 

value 0β dari β dapat ditulis sebagai berikut 

                                   
*

0 0( ) ( ) ( ) ( ),



  


β β

U β U β U β β β
β

                               (10) 

dimana *
β  terletak pada segmen garis antara β̂  dan 0 .β  Karena β̂  adalah MPLE 

maka ˆ( ) U β 0 , sehingga persamaan (10) menjadi 

 
*

0 0

1 1 ˆ( ) ( )   ( ).n
nn



 
   

  β β

U β U β β β
β

 

Dari teorema limit sentral multivariat Puri dan Sen (1971) diperoleh bahwa  

P

0 0

1
( ) ( , ( ))p

n
U β 0 Σ βN . Dari proposisi 1 diketahui bahwa β̂  konsisten, ini 

berarti 
P*

0β β  jika n, sehingga 
*

P

0

1
( )  ( )

n




 
 
  β β

U β I β
β

 jika .n  

Jadi 
P

0 0
ˆ( ) ( , ( )).pn β β 0 Σ βN  Akibatnya 0 0

ˆ( ) ( , ( )).pn β β 0 Σ β
D N  
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3.4.  Sifat kekonsistenan estimator ˆˆ ( )Σ β  

  Penjelasan  sifat kekonsistenan estimator ˆˆ ( )Σ β  secara ringkas dijelaskan 

pada proposisi berikut ini. 

Proposisi 3: Misalkan β̂ adalah MPLE dan 
0β  adalah true value dari β  pada 

model Cox multivariat. Jika n maka P

0
ˆˆ ( ) ( ).Σ β Σ β  

Bukti: Untuk menunjukkan sifat kekonsistenan estimator Σ̂ , diperlukan dua hal 

yang harus diperlihatkan, yaitu jika n maka: 

1)  P1 T T

1 0 1 01

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
n

ik il k li
n


 B β B β D β D βE  dan 
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0
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10 0

( , )
( ) ( )  ( )  dan  ( ) ( , ) s ( , ) ( ) .
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t K
j

ik ik ik k k k
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u
u dM u t t h t dt

u





  
   

  
 

s β
D β Z I β v β β

β

Untuk menunjukkan bagian pertama, cukup dibuktikan bahwa setiap komponen 

dari 1 T

1

ˆ ˆ( ) ( )
n

ik ili
n

 B β B β  konvergen dalam probabilitas ke setiap komponen yang 

sesuai dengan  T

1 0 1 0( ) ( )k lD β D βE . Bagian kedua dapat ditunjukkan dengan cara  

membuktikan P

0
ˆˆ( ) ( ) I β I β 0  jika n. Dari kedua hal tersebut, diperoleh 

bahwa ˆˆ ( )Σ β adalah estimator yang konsisten, dengan P

0
ˆˆ ( ) ( ).Σ β Σ β  

 

 

4.   KESIMPULAN  DAN  SARAN 

  Dari uraian singkat dengan penjelasan-penjelasan sederhana di atas dapat 

ditarik beberapa kesimpulan, yaitu:  

a)  Estimator-estimator parameter model Cox multivariat dapat dicari dengan cara 

yang cukup sederhana menggunakan metode MPLE. Nilai estimator-estimator 

tersebut dapat didekati dengan menggunakan metode iterasi Newton Raphson 

dengan algoritma yang cukup sederhana pula.   

b)  Estimator MPLE bersifat konsisten dan asymptotic  normality. 

c)  Estimator matriks varian kovarian ˆˆ ( )Σ β  bersifat konsisten. 

 Estimasi Parameter pada Model Cox Multivariat                                                                 195 

 



 

 

 

Saran bagi para peneliti yang bekerja pada bidang survival multivariat, khususnya 

pada model Cox multivariat untuk menggunakan metode iterasi selain Newton 

Raphson, hal ini untuk membandingkan metode mana yang lebih akurat dan lebih 

efisien dalam memperoleh nilai-nilai hampiran estimator dan dalam proses iterasi.   
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