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ABSTRACT. The Hermite-Hadamard inequality is an inequality for convex functions
that gives an estimate for the integral mean value of a convex function on a closed
interval by its value at the middle of interval and the average of its values at the
endpoints. The Hermite-Hadamard inequality can be generalized by using the Riemann-
Stieltjes integral mean value. An application of the Hermite-Hadamard inequality with
respect to Riemann-Stieltjes integral for estimating the power mean of n positive real
numbers by the aritmethic mean is given at the end of discussion.
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ABSTRAK. Ketaksamaan Hermite-Hadamard adalah ketaksamaan untuk fungsi
konveks yang memberikan taksiran nilai rata-rata integral suatu fungsi konveks pada
interval tutup dengan nilai fungsi di titik tengah interval dan nilai rata-rata fungsi di
kedua ujung interval. Ketaksamaan Hermite-Hadamard dapat diperumum dengan
menggunakan nilai rata-rata integral Riemann Stieltjes. Suatu aplikasi ketaksamaan
Hermite-Hadamard terhadap integral Riemann-Stieltjes untuk penaksiran rataan pangkat
dari n bilangan real positif dengan rataan aritmatika diberikan pada bagian akhir
pembahasan.

Kata kunci: Fungsi konveks, ketaksamaaan Hermite-Hadamard, nilai rata-rata integral
Riemann-Stieltjes

1. PENDAHULUAN
Misalkan I adalah interval bilangan real. Fungsi f:1 — R disebut fungsi konveks
jika
fAx+ A -Dy) < Af )+ (A -Df )
untuk setiap x,y €  dan 1 € [0,1].
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Fungsi konveks mempunyai tafsiran geometris bahwa grafik fungsi dari semua
titik pada interval (x,y) selalu berada di bawah tali busur yang menghubungkan
titik (x, f(x)) dan (y,f(y)). Secara formal, hal ini dinyatakan dalam lema
berikut:

Lema 1.1 Misalkan f:[a,b] = R adalah fungsi konveks. Maka untuk setiap

X1, %3, X3 € [a, b] yang memenuhi x; < x, < x5 berlaku

Foo) < fla + 2O o

3 X1
Dengan mengatur ulang suku-suku ketaksamaan (1) dapat diperoleh

f(xz) — f(x1) < f(x3) — f(x1) < f(x3) — f(xz)

X2 —Xq X3 — X1 X3 — X3

()

Pembuktian ketaksamaan (1) dan (2) dapat dilihat di (Roberts dan Varberg, 1975).
Ketaksamaan lain yang dapat dibuktikan secara langsung dari definisi fungsi
konveks dapat dilihat di (Mitrinovic, dkk, 1993). Dari ketaksamaan (2) dapat
diperoleh salah satu sifat penting dari fungsi konveks yaitu untuk suatu titik pada
kurva fungsi konveks, gradien tali busur yang menghubungkan titik tersebut
dengan titik lain pada kurva selalu monoton naik. Hal ini dinyatakan dalam

teorema berikut:

Teorema 1.2. Misalkan f:[a,b] = R adalah fungsi konveks dan c € [a, b].
Definisikan fungsi s.(x): [a, b]\{c} — R dengan aturan s.(x) = % Maka

fungsi s.(x) monoton naik pada [a, b]\{c}.

Sebagai akibat dari teorema ini adalah fungsi f memiliki turunan sepihak pada
(a, b) dan untuk setiap x,y € (a, b) yang memenuhi x < y berlaku
fQ) —f(x)

f2(x) < fr(x) s—=x = L) < f+(y) ©)

Pembuktian Teorema 1.2 dan ketaksamaan (3) dapat dilihat di (Roberts dan
Varberg, 1975). Akibat dari eksistensi turunan sepihak fungsi konveks f pada
(a,b) adalah fungsi f kontinu pada (a, b). Lebih jauh, nilai f pada kedua ujung
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interval [a, b] dapat dimodifikasi sehingga f kontinu pada [a, b] yang berakibat
keterintegralan f pada [a, b]. Salah satu ketaksamaan fungsi konveks yang terkait
dengan integralnya adalah ketaksamaan Hermite-Hadamard. Ketaksamaan ini
memberikan taksiran nilai rata-rata integral suatu fungsi konveks dengan nilai
fungsi di titik tengah interval dan nilai rata-rata fungsi di kedua ujung interval.

Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut:

Teorema 1.3. Jika f: [a, b] = R adalah fungsi konveks, maka

b
f<a+b>3biaff(x)dxgw (4)

2 2

Pembuktian Teorema 1.3 dapat dilihat di (Niculescu dan Persson, 2006).
Ekuivalensi ketaksamaan Hermite-Hadamard dan ketaksamaan Chebyshev

dibahas dalam (Niculescu dan Pecaric, 2010). Titik x = asz dapat dipandang

sebagai nilai rata-rata integral fungsi h (x) = x pada selang [a, b]. Ternyata
dengan meninjau nilai rata-rata integral Riemann-Stieltjes terhadap fungsi g yang
monoton naik pada [a,b] dan g (b) —g (a) = 1, ketaksamaan (4) dapat
diperumum menjadi ketaksamaan Hermite-Hadamard terhadap integral Riemann-
Stieltjes.

2. PEMBAHASAN

2.1 Nilai rata-rata Integral Riemann-Stieltjes.

Berikut ini diberikan definisi nilai rata-rata integral Riemann-Stieltjes:

Definisi 2.1. Misalkan g: [a, b] — R adalah fungsi monoton naik dan memenuhi
g(b) —g(a) > 0. Misalkan fungsi f:[a,b] = R terintegralkan Riemann-
Stieltjes terhadap fungsi g. Nilai rata-rata integral Riemann-Stieltjes f terhadap g

didefinisikan sebagai

b
M(f) = f £ () dg(®)

g(b) —g(a)

Jika g(x) = x, maka M(f)=ﬁf;f(x)dx yaitu nilai rata-rata integral

Riemann yang biasa dikenal. Khususnya, untuk f(x) = x diperoleh M(f) = %b

yang merupakan titik tengah interval [a, b].
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Dari fungsi g:[a,b] = R yang monoton naik dan memenuhi g(b) — g(a) =1
selalu dapat didefinisikan suatu fungsi u yang bergantung dari g dan bernilai tak

negatif pada [a, b]. Hal ini dinyatakan dalam lema berikut:

Lema 2.2. Misalkan g:[a, b] = R adalah fungsi monoton naik dan memenuhi

g(b) — g(a) = 1. Definisikan u: [a, b] — R dengan aturan

X b
uG) = [96) - 98] | tdg(® + 900 — g(@] | tdg()

a
untuk setiap x € [a, b]. Maka, u(x) = 0 pada [a, b].
Bukti: Ambil x € [a, b] sebarang. Karena f;t dg(a) = 0 dan f:t dg(b) =0,

maka

u(x)

[9(0) — g(b)] [ f tdg(t) - f tdg(a)]

ab ab
() - g(@)] [ f tdg(t) - f tdg(b)]
= g - g(b)] f td(g(®) - g(@)

b
o) - 9(@)] f td(g(t) — g(b)

Dengan menggunakan teknik integral parsial diperoleh

X

[9(x) = g(b)] I[t(g(t) —g@)la—| (@@® - g(a))dtl

J
g

u(x)
b

+g(x) — g(a)] l[t(g(t) — gz (g(®) — g(b))dtl

X

98 - 961 [ (90 - gla@)de

b
+Ho@ - @] [ (90 - g())de

Karena fungsi g monoton naik pada [a, b], maka untuk setiap g(x) — g(a) =0
dan g(b) — g(x) = 0. Akibatnya, berdasarkan sifat positif integral dapat

disimpulkan bahwa u(x) > 0 pada [a, b]. m
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Kekontinuan suatu fungsi menjamin eksistensi integral Riemann-Stieltjes dari
fungsi tersebut terhadap fungsi u yang didefinisikan pada lema sebelumnya. Lebih
jauh, integral fungsi tersebut terhadap u dapat dinyatakan sebagai integral

terhadap fungsi g. Hal ini dinyatakan dalam lema berikut:

Lema 2.3. Misalkan g:[a,b] — R adalah fungsi monoton naik dengan g(b) —
g@=1 dan u() =[gx)—g®)] [ tdg(®) +[g() — g(@)] [ tdg(®)
untuk setiap x € [a,b]. Misalkan x; = f;xdg(x) dan v:[a,b] = R adalah

fungsi yang kontinu, maka
b b
f v(x)du(x) = f v(x)(xg — x) dg(x)
a a

Bukti: Ambil x € [a, b] sebarang, maka
b

u(x) = (g(x)—g(b)+g(a)—g(a))f tdg(t)+(g(x)—g(a))f tdg(t)
x b ’fc
= g0 - g(@)] U tdg® + | tdg(t)]—[g(b)—g(a)] [R22G
X b b X
- (f dg(t))( | sdg(s))—(f dg(s))(f tdg(t))
X rb
- j j (s — Ddg(s)dg ()
Akibatnya,

b b b b
[ vedueo = [ v [ - 0dgsrig@ = [ v -0 dg) m

Selanjutnya Lema 2.2 dan 2.3 ini digunakan untuk pembuktian ketaksamaan

Hermite-Hadamard terhadap integral Riemann-Stieltjes .

2.2 Ketaksamaan Hermite-Hadamard terhadap Integral Riemann-Stieltjes.
Ketaksamaan Hermite-Hadamard terhadap integral Riemann-Stieltjes dinyatakan

dalam teorema berikut:

Teorema 2.4. Misalkan g: [a, b] — R adalah fungsi monoton naik dan memenubhi
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g(b) — g(a) = 1. Misalkan x, = [ xdg(x) dan f:[a,b] > R adalah fungsi

konveks, maka

(xg) <M(f) <

(®)

Bukti: Tanpa mengurangi keumuman, asumsikan f terdiferensialkan pada (a, b)
(Argumen mengenai asumsi ini dapat dilihat di (Cerone dan Dragomir, 2011)
halaman 59). Karena f adalah fungsi konveks, maka berdasarkan lema 2, untuk

setiap x € [a, b] berlaku

f(x)<f()+w( —a)

Dengan mengintegralkan kedua ruas ketaksamaan di atas dan membaginya dengan
g(b) — g(a) diperoleh

M(f) < f(a) +

Definisikan fungsi u: [a, b] — R dengan aturan

h— _
f() f()(g ):b_g [;q—;f(b)

X b
uG) = [96) - g®)] | tdg(®) + [96) - 9(@)] [ dg(®

a

untuk setiap x € [a, b]. Berdasarkan lema 6, u(x) > 0 untuk setiap x € [a, b].
Definisikan fungsi v: [a, b] = R dengan aturan
f’(xg) jika x = x4

v(x) = {f (x) = f(xg)

jikax # x
_ g
X — Xg

Karena f terdiferensialkan pada (a, b), maka

PG _ o) = o)

Akibatnya, v kontinu pada [a, b]. Oleh karena itu, u terintegralkan Riemann-

lim v(x) = lim
x—>xg X—>Xg

Stieltjes terhadap v. Dengan menggunakan teknik integral parsial diperoleh
b

b
fu@MW@=wwW@M—fv&MM@

a

Karena u(a) = 0 dan u(b) = 0, maka f; u(x)dv(x) = — ff v(x) du(x).

Berdasarkan lema 7, f: v(x) du(x) = f: v(x)(x, — x) dg(x) sehingga
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b b
f u(x)dv(x) = f fx) = f(xg)dg(x) = M(f) — £ (x,)
Karena u(x) = 0 untuk setiap x € [a, b] dan v adalah fungsi monoton naik, maka

[7 u(x)dv(x) = 0. Akibatnya, M(f) — f(x,) = 0.

Jadi, terbukti bahwa f(x,) < M(f) <

b—xg Xg—a
b_

fla)+7—f(b)m

b-a a

Perhatikan bahwa ketaksamaan (4) dapat diperoleh dengan substitusi fungsi
g(x) = x pada ketaksamaan (5) sehingga ketaksamaan (5) merupakan perumuman
ketaksamaan (4). Pemilihan fungsi g yang tepat dapat digunakan untuk
menghitung nilai rata-rata integral fungsi konveks yang terkait dengan rataan
tertentu. Aplikasi ketaksamaan (5) dengan pemilihan fungsi g tertentu diberikan

pada bagian selanjutnya.

2.3 Aplikasi Ketaksamaan Hermite-Hadamard terhadap Integral Riemann
Stieltjes.
Salah satu contoh aplikasi penaksiran ketaksamaan Hermite-Hadamard terhadap

integral Riemann-Stieltjes adalah penaksiran rataan pangkat dari n buah bilangan

real positif dengan rataan aritmatikanya yaitu x =% “ix; , beserta nilai
maksimum dan minimumya. Hal ini diberikan dalam teorema berikut:
Teorema 8 Misalkan (x;);=, adalah barisan n buah bilangan real positif dengan

rataan aritmatikanya adalah x = %Z?=1 x;. Untuk p € R dan p > 1 definisikan
. . 1/p

rataan pangkat dari (x;)}-, sebagai (%Z?:lxi) .

Misalkan m = min{x;:i = 1,2,..,n} dan M = maks{x;:i = 1,2,..,n}, maka

n 1/p _ _ 1/
_ 12 <(M—x p+x—mMp> P
x= N 4 X “W-m" "TM-m ©)

=1

Bukti: Misalkan semua bilangan yang berbeda dalam barisan (x;)i-; diurutkan
dari nilai yang terkecil ke nilai yang terbesar dan dinotasikan sebagai barisan

(yj)?zl. Misalkan banyaknya bilangan bernilai y; pada barisan (x;){-, adalah n;.
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Untuk setiap j = 1,2, ..., k, definisikan s; = X/ _ ny,.
Kemudian, definisikan fungsi g: [y1, vx] = R dengan aturan
(0 jikax =y,

S.
| 3 jikay; <x <yj;1,j=12,..., k-2
g =1 ¢
jikayg_1 <x <y
1 jikax =y,

Karena fungsi g memiliki m buah diskontinu loncat pada [y,, y] yaitu di titik

Y1, V2, -, Vi, Maka

Yk
Xg = f xdg(x)
V1
k-1
=y (lim g0 = go)) + )y ( lim g(0) = lim g()
X>y] j=2 x—>y+ x—>y]

Yk (g(yk) ~ Jim g(x))
_ S1 Sj Sj-1 1 Sk-1
= y1n+2yj(n ) 4y (1- 22
j=2
k n
_ 1 _ 1 s
SDYIEDRE
j=1 i=1

Definisikan fungsi f(x) = x? pada [y, y,.], maka

Yk
f(x)dg(x)

Y1

k-1
fOn) (xlir;} g(x) - g(yl)) + ; () (Ji@’; 9() — lim. g(x)>

M(f)

H@u@@u—mmmm)

= f(yl)—+2f(y, ———) + £ (

= Zf(YJ)n] Zf(xl) = %Z xlp
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Karena fungsi f dan g memenuhi hipotesis teorema 7, maka

n
1 Yk — X Xg — V1
xps—éxps IyP + 2 yr
97 na™ Tyt k= k (7)

Dengan mengambil akar pangkat p dari setiap ruas ketaksamaan (7) dan kemudian
substitusi x; =X, y; =m, dan y, =M ke ketaksamaan (7) diperoleh

ketaksamaan (6). m

3. KESIMPULAN

Dengan menggunakan konsep integral Riemann-Stieltjes dapat didefinisikan nilai
rata-rata integral Riemann-Stieltjes terhadap sebarang fungsi yang monoton naik
dan selisih nilai di kedua ujung intervalnya positif . Dengan menggunakan nilai
rata-rata integral Riemann-Stieltjes dapat dibuktikan suatu perumuman
ketaksamaan Hermite-Hadamard yaitu ketaksamaan Hermite-Hadamard terhadap
integral Riemann-Stieltjes. Salah satu manfaatnya adalah nilai rata-rata integral
fungsi konveks dapat ditaksir dengan nilai fungsi di titik yang tidak hanya titik
tengah interval. Salah satu contoh aplikasi langsung ketaksamaan (5) adalah
penaksiran rataan pangkat dari n bilangan real positif dengan rataan
aritmatikanya. Agar diperoleh aplikasi yang lebih luas, sebaiknya syarat fungsi g

pada teorema 7 perlu diperlemah tetapi ketaksamaan (5) tetap berlaku.
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