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ABSTRACT. In this paper we study class of all functions which are differences of
bounded semicontinuous functions on a separable metric space K denoted by D(K).
Haydon, Odell and Rosenthal (1991) proved that D(K) is a Banach space by using the
series criterion for completeness. In this paper we prove the statement in a different way.
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ABSTRAK. Di dalam paper ini dipelajari kelas semua fungsi yang merupakan selisih
fungsi-fungsi semikontinu terbatas pada ruang metrik separabel K yang dinotasikan
dengan D(K). Haydon, Odell dan Rosenthal (1991) membuktikan bahwa D(K)
merupakan ruang Banach dengan menggunakan kriteria deret untuk kelengkapan. Di
dalam paper ini hal tersebut dibuktikan dengan cara yang berbeda.

Kata Kunci: Ruang Banach, Fungsi Semikontinu, Kelas D(K).

1. PENDAHULUAN

Himpunan semua fungsi Baire kelas satu yang terbatas pada K ditulis
B;(K), dengan K sembarang ruang metrik separabel. Salah satu kelas bagian
terpenting dari B; (K) adalah D(K), yang menotasikan kelas semua fungsi pada K
yang merupakan selisih fungsi-fungsi semikontinu terbatas pada K. Kelas D(K)
pertama kali dikenalkan oleh A.S Kechris dan Louveau pada tahun 1990.

Sejalan dengan kemajuan sains dan teknologi, kajian tentang D(K) juga
mengalami perkembangan sehingga muncul beberapa pengertian tentang D(K)
dan norma pada D(K), seperti yang ditulis oleh Haydon, Odell, Rosenthal (1991)
dan Rosenthal (1994) serta Farmaki (1996).

Kelas fungsi D(K) memiliki peranan penting dalam cabang matematika
diantaranya analisis fungsional, khususnya dalam pengaplikasian teori ruang

Banach.
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Hasil temuan Haydon, Odell, Rosenthal dan Farmaki tersebut memberikan
inisiatif untuk mempelajari lebih dalam tentang kelas fungsi D(K). Lebih lanjut,
karena belum ada pembuktian secara detail tentang sifat ruang Banach pada D (K)
maka dalam paper ini akan diberikan pembuktian sifat tersebut.

Sebelumnya diberikan terlebih dahulu definisi fungsi semikontinu yang
akan digunakan dalam pendefinisian kelas fungsi D(K). Fungsi — fungsi yang
dibicarakan bernilai real dan didefinisikan pada E, dengan E himpunan bagian
dari sebarang ruang metrik.

Definisi 1.1 Diberikan fungsi f yang didefinisikan pada E dan x, € E.

1) Limit atas (upper limit) fungsi f untuk x mendekati x, ditulis dengan

lim, ., f(x) dan didefinisikan :
lim f(x) = inf {M, (f,xo): € > 0},
XX

dengan M. (f,xy) = sup{f(x):x € N.(xy) N E}.
2) Limit bawah (lower limit) fungsi f ketika x mendekati x, ditulis dengan
lim,,,, f(x) dan didefinisikan :
lim, ., f(x) = sup {m.(f,x9): & > 0},

dengan m,(f,xy) = inf{f(x):x € N.(xy) N E}.

Definisi 1.2 Diberikan fungsi f yang didefinisikan pada E dan x, € E.

1) Fungsi f dikatakan semikontinu atas (upper semicontinuous) di x,
apabila f(x,) = ﬁx%xo f(x). Selanjutnya, fungsi f dikatakan semikontinu
atas pada E apabila fungsi f semikontinu atas disetiap x € E.

2) Fungsi f dikatakan semikontinu bawah (lower semicontinuous) di x,

apabila  f(xg) = lim f(x). Selanjutnya, fungsi f dikatakan semikontinu

X=X
bawah pada E apabila fungsi f semikontinu bawah disetiap x € E.
3) Fungsi yang semikontinu atas atau semikontinu bawah dinamakan fungsi

semikontinu.
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2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas pengertian dan beberapa sifat pada D(K)
dilanjutkan dengan membuktikan sifat ruang Banach pada D(K). Fungsi — fungsi
yang dibicarakan bernilai real dan didefinisikan pada K, dengan K sebarang
ruang metrik separabel kecuali disebutkan lain. Selain itu, himpunan semua
fungsi — fungsi kontinu pada K dinotasikan dengan C(K).

Fungsi f dikatakan anggota D(K) jika terdapat fungsi — fungsi
semikontinu terbatas u danv pada K sehingga f = u —v.

Di dalam membahas sifat-sifat D(K), pemakaian definisi D(K) secara
langsung cukup menyulitkan. Oleh karena itu, diperlukan suatu hasil yang lebih
memudahkan dalam pembahasan yang dimaksud. Hal ini telah ditulis oleh

Farmaki (1996) yang tertuang dalam lemma-lemma berikut ini.

Lemma 2.1 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika terdapat fungsi-fungsi

semikontinu bawah terbatas u dan v pada K, sehingga f = u — v.

Lemma 2.2 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika terdapat fungsi — fungsi

semikontinu bawah terbatas u,v > 0 pada K, sehingga f =u —v.

Untuk sembarang ruang metrik separabel K, jelas bahwa D (K) merupakan
ruang linear. Selanjutnya, diberikan definisi fungsi ||.||p, yang akan sangat

bermanfaat dalam pembuktian berikutnya.

Definisi 2.3 Diberikan ruang metrik separabel K, didefinisikan fungsi
II.1lp: D(K) —» R, dengan
Ifllp = inf{llu+v|le : f =u—v,denganu,v = 0 fungsi — fungsi
semikontinu bawah terbatas pada K},
untuk setiap f € D(K).
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa D(K) merupakan ruang bernorma
terhadap fungsi ||.||p. Terlebih dahulu diberikan beberapa lemma yang akan

digunakan dalam pembuktian.
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Lemma 2.4 Jika f € D(K) maka |[fll < lIfllp.

Lemma 2.5 Jika f € D(K) dan @« € R maka berlaku

{lla(u + V)||l: af = au — av,dengan u, v = 0 fungsi — fungsi semikontinu
bawah terbatas pada K} = {||h + gl : af = h — g,dengan h, g > 0 fungsi —

fungsi semikontinu bawah terbatas pada K}.

Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, dengan menggunakan Lemma
2.4 dan Lemma 2.5, dibuktikan bahwa fungsi ||. ||, adalah norma pada D (K).
Teorema 2.6 Fungsi ||. ||, adalah norma pada D (K).
Bukti :
(N1). Diambil sembarang f € D(K). Karena
Ifllp = inf{Jlu + v|le : f = u — v,dengan u, v = 0 fungsi — fungsi
semikontinu bawah terbatas pada K},
maka diperoleh ||f|[p = 0. Selanjutnya, jika |[|f||, = 0 maka menurut
Lemma 2.4 diperoleh ||f|l, = 0. Oleh karena itu, f(x) = 0 untuk setiap
x € K, dengan kata lain f = 0. Sebaliknya, jika f = 0 maka terdapat
fungsi-fungsi semikontinu bawah terbatas u = 0 dan v = 0, sehingga
f =u—v =0, akibatnya diperoleh
Iflp = inf{||lu + V||, : f = u — v,dengan u, v = 0 fungsi — fungsi
semikontinu bawah terbatas pada K} = 0.
(N2). Diambil sembarang f € D(K) dan « € R. Berdasarkan Lemma 2.5,
diperoleh
lal. Ifllp = |la|inf{]lu + V||, : f = u — v, denganu,v > 0 fungsi —
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K}
= inf{|a|||lu + V||, : f = u — v,dengan u, v = 0 fungsi —
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K}
= inf{|la(u + V)|l : af = au — av,dengan u, v = 0 fungsi —
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K }
= inf{||h + g||» : af = h — g dengan h,g > 0 fungsi —
fungsi semikontinu bawah terbatas pada K}

= llafllp-
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(N3). Diambil sembarang f,g € D(K) dan & > 0sembarang, maka terdapat
fungsi — fungsi semikontinu bawah terbatas u,v,s,t = 0 dengan
f=u—vdan g = s —t, sehingga berlaku

llu+ vl < lfllp +5 dan lls +tlle, < llgllp +3.

Oleh karena itu, diperoleh
Ifllp + 1lgllp + &> llu+ vlle + IIs + tlle
2 [[(u+v)+ s+l
=[[(u+s)+ @+l
2 |lf +gllp -
Karena berlaku untuk € > 0 sembarang, maka diperoleh
If +gllp < lIfllp + llgllp-
Berdasarkan (N1), (N2), dan (N3), maka terbukti bahwa fungsi ||.||p adalah
norma pada D(K). m

Pengertian norma pada D(K) dapat juga disajikan lain, yang tertuang
dalam teorema-teorema berikut ini.
Teorema 2.7 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika terdapat barisan {f,} di
C(K) dan sup,ex Xnlfn(x)| < oo sehingga Y., f, = f titik demi titik. Lebih
lanjut,
fllp = infUISEo ol Il {frdemo © C(K) dan supyex Smolf (0] < 00
sehingga Y.o— f, = f titik demi titik}.
Bukti : (Syarat perlu). Diketahui f € D(K), maka terdapat fungsi-fungsi
semikontinu bawah terbatas u,v = 0 pada K, sehingga f = u — v. Karena u
fungsi semikontinu bawah terbatas, maka terdapat barisan {¢,} S C(K)
sehingga ¢ < @1 < @, < @3 < -+ dengan ¢, = 0 dan {¢,} konvergen titik
demi titik ke u. Oleh karena itu, diperoleh

u(x) = lim, @, (x) = lim,,_,, Z}l=1(<.0j - (Pj—1) (x)
=X — ¢-1) (),

untuk setiap x € K. Selanjutnya, karena v juga fungsi semikontinu bawah

terbatas, maka terdapat barisan {i,} € C(K) sehingga ¢y <y <Py < -
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dengan Y, =0 dan {y,} konvergen titik demi titik ke v. Oleh karena itu,
diperoleh
v(x) = limy, o P, (%) = limy,oo, By (W — Y1) (%)
=YW — - @),
untuk setiap x € K. Sehingga untuk sebarang x € K diperoleh
f&x) =ulx) —vx)
=¥ 1(0; —0j-1) () = X (W — ) )
= Zf:l(fpj —@i1—Y; + l/)j—1)(x)-

Selanjutnya, namakan fi =@; —@;_1 —Y; +P;_4, untuk setiap jEN
dengan f, = 0, sehingga diperoleh barisan {f, } € C(K). Oleh karena itu,
f(x) =Xn-1fa(x) , untuk setiap x € K. Dilain pihak, karena u dan v terbatas,
maka terdapat M;, M, > 0 sehingga |u(x)| < M; dan |v(x)| < M,, untuk setiap
x € K. Akibatnya, untuk sembarang x € K berlaku
Y=l ) = X5-11(@n — Pn—1 — Y + Y1) ()| < M1+ M,.

Karena berlaku untuk sebarang x € K, maka diperoleh sup,ex Ym—1lfn (x)] < 0.
Dengan kata lain, ada barisan {f,,} € C(K) dan sup,ex Xnlf, (x)| < o sehingga
Y fn = f titik demi titik. Oleh karena itu, diperoleh

1fllp = inf{llXn—olful ll-o + {fi}n=0 © C(K) dan supyex Xr—olfu ()] < 0,
sehingga }."_, f, = f titik demi titik}.

(Syarat cukup). Diketahui barisan {f,} € C(K) dan supyex Ymeolfn (x)] < o0
sehingga Y.;_o f, = f titik demi titik. Untuk sembarang x € K, berlaku

FOO) = Triea fu () = limy o, Ty £, ()
= lim T ("~ £7)@)
= limy ., 31 (Y@ = £,7 ()
= lim T (£, ") 00 = limyes By (D (0
= Yo (L)@ =T (L.
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Selanjutnya, namakan u = Y, (f, ") dan v = ¥7_(f,7). Karena £, ™, f,” = 0
maka diperoleh u,v > 0.

Diperhatikan bahwa X _, (£.)t(x) < XX (£,)*(x) untuk setiap x € K, dan
limy o, Y (F) () =32 (f)T(x). Akibatnya, u merupakan fungsi
semikontinu bawah terbatas pada K. Dengan cara yang sama, diperoleh v
merupakan fungsi semikontinu bawah terbatas pada K. Oleh karena itu, terdapat
fungsi-fungsi semikontinu bawah terbatas u, v > 0 pada K, sehingga f = u — v.
Dengan kata lain, f € D(K). Akibatnya, diperoleh

Ifllp < inf{llXn=olful ls = {fudn=0 © C(K) dan supyex Y=ol fu (¥)] < 0,
sehingga }.7°_, f, = f titik demi titik}.m

Teorema 2.8 Fungsi f € D(K) jika dan hanya jika terdapat barisan {f,} di
C(K) dan C < =, sehingga {f, } konvergen titik demi titik ke f dengan fy = 0
dan Y7ol fus1(x) — fn(x)| < C untuk setiap x € K. Lebih lanjut,
Ifllp = inf{C: {f,} € CK), fo = 0dan X7 olfur1(X) = ()| <C, VX €K

sehingga {f,,} konvergen titik demi titik ke f}.
Bukti : (Syarat perlu). Diketahui f € D(K) maka menurut Teorema 2.7, terdapat
barisan  {g,} € C(K), sehingga ,g,=/f titik demi titik dan
SUPyek 2nlgn(x)| < o. Namakan C = supyex 2nlg.(x)|, dan untuk setiap
n € N dibentuk f, = X" ;g; dengan f, = 0, maka diperoleh barisan {f,} di
C(K) dan {f,} konvergen titik demi titik ke f. Untuk sembarang x € K
diperoleh

Y=ol fus1 () = ()| = Z?f:olZ?If g: (x) = YiZ1 0 (X)l
= Yn=0lgn+1 ()| = C.

Dengan kata lain, terdapat barisan {f,} € C(K) dan C < o, sehingga {f,}
konvergen titik demi titik ke f dengan f, =0 dan Y. —o|fn+1(x) — f(x)| < C
untuk setiap x € K. Oleh karena itu, diperoleh
Ifllp = inf{C: {f;} S C(K),fo = 0danX7_olfot1(x) = f()| <C, VxEK
sehingga {f,, } konvergen titik demi titik ke f}.
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(Syarat cukup). Untuk setiap n € N, dibentuk g, = f,4+1 — f, dengan g, =0.
Akibatnya, diperoleh barisan {g,} € C(K), dan Y.’_, g, = f titik demi titik.
Selanjutnya, untuk sebarang x € K, diperoleh

Ln=019n (O] = Lrzolfa+1(x) = fu(X)| < C < o0,
Karena berlaku untuk sembarang x € K, maka diperoleh sup,ex Yinlgn (x)]| < 0.
Dengan kata lain, terbukti f € D(K). Oleh karena itu, diperoleh
Ifllp < inf{C: {f;} S C(K),fo =0dan X7 olfot1(x) — f() < C, VX EK
sehingga {f,, } konvergen titik demi titik ke f} . m

Telah dibuktikan bahwa (D(K),|l.|lp) merupakan ruang bernorma,
selanjutnya tinggal ditunjukkan bahwa D (K) lengkap.

Teorema 2.9 Diberikan ruang metrik separabel K, D(K) merupakan ruang

Banach.

Bukti : Berdasarkan Teorema 2.6, (D(K),]||.|lp) merupakan ruang bernorma,
selanjutnya akan dibuktikan D(K) lengkap. Diambil sebarang barisan Cauchy
{f,} € D(K). Oleh karena itu, dapat diasumsikan |If,11 — fullp < . untuk
setiap n € N. Karena f,.1 — f, € D(K), maka untuk setiap n € N terdapat
barisan {@]},.—; di C(K), sehingga {¢5},-—; konvergen titik demi titik ke
fn+1 — f dan memenuhi
S ol @1 () — @} ()] < o, untuk setiap x € K.

Karena {f,,} barisan Cauchy di D(K), maka diperoleh ||f,, — f.llc = 0, untuk
n,m — oo, Oleh karena itu, untuk setiap x € K diperoleh {f,, (x)} barisan Cauchy
di R. Karena R lengkap, maka untuk setiap x € K, terdapat f(x) € R sehingga
{f, (x)} konvergen ke f(x). Akibatnya diperoleh ||f,, — fll. — O.

Diambil sembarang n, € N. Dibentuk g, = f,4+1 — f, untuk setiap n € N
dan 1, = (" + -+ @n) + (%1 — @™") + - + (@41 — @), untuk setiap
[,n € N dengan ny <l < n. Oleh karena itu didapat barisan {y,} € C(K) dan

berlaku
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Yir=ng In = limy oo Xy In
= 1imy o0 Yoy (frs1 = fo)
= lim (fis1 = fug) =f = fuo-
Selanjutnya, akan dibuktikan f — f, € D(K). Untuk setiap [,n € N dengan
ng <l < n, diperoleh

W = (@0 + -+ 0b)]| =||(<Pi++11 P 4+ (pn — o)
1

—_ Zl l+1 21 2

Oleh karena itu, apabila n — co maka untuk setiap x € K dan [ = n,, diperoleh
Limy, oo [th () = (01" + -+ 1) ()| <
Akibatnya, diperoleh

GG 4 91) — 57 < 1im ,(3) < g0, () + -+ i) + o1
Selanjutnya, apabila [ - oo, maka diperoleh {i,} konvergen titik demi titik ke
f — fa,- Disisi lain, diperoleh

Y=ol ¥n41(6) = Y ()] < Tioof 031 () — 0" ()| + - +
n=0|<.0n+1(x) - <Pn(x)| +
Yr-ol@rih () — i ()| + - +
Yn=0lPni1(x) — o ()| +
Yr-olonha () — @38 ()]

+ 4 Yrsolonii () — @pti (0|

Zn+1 1 1
- "021—2’

untuk setiap x € K. Dengan demikian terdapat barisan {y,} € C(K) yang
konvergen titik demi titik ke f — £, , dan X7 o, 41(x) — ¥, (2)| S%. Dengan
kata lain benar bahwa f —f, € D(K). Karena D(K) ruang linear, maka

diperoleh f € D(K). Selanjutnya, berdasarkan asumsi diawal pembuktian, maka
diperoleh
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If = faoll, = 1E5=r0 9nll,,
= ”Z?l():no fn—i—l - ﬁl”D
< Yn=nollfn+1 — fullp

w 1 1 ,
< Yn=no 7r < 751 Untuk setiap ng € N.

Karena berlaku untuk sembarang n, € N, maka diperoleh barisan {f,,} konvergen
ke f. Jadi, terbukti D(K) ruang Banach.m

3. KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bagian 2 (dua), dapat disimpulkan
bahwa dalam membuktikan sifat ruang Banach pada D(K) dibutuhkan beberapa
sifat terkait dengan definisi norma pada D(K). Berdasarkan hasil ini, penulis
menyarankan agar dapat dibuktikan sifat aljabar pada D (K) dan sifat-sifat D(K)
lebih lanjut.
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