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ABSTRACT. In this paper, we generalized the notion of Kothe-Toeplitz duals of
sequence space on introducing the concept sequence of sequences. Some properties of the
generalized dual are obtained.
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ABSTRAK. Pada paper ini dibahas mengenai dual Kothe-Toeplitz yang diperumum dari
ruang barisan ke ruang barisan dengan suku barisan. Selain itu, akan dibahas juga
mengenai sifat-sifat dari dual tersebut.

Kata Kunci: dual Kothe-Toeplitz, ruang dual yang diperumum, barisan dari
barisan

1. PENDAHULUAN

Konsep ruang dual merupakan konsep penting dalam studi analisis. Salah
satu bahasan mengenai dualitas suatu ruang telah disampaikan Koéthe dan Toeplitz
(1934), Garling (1967), dan juga Ruckle (1967) dengan memperkenalkan tipe-tipe
dual ruang barisan yaitu dual-¢, dual-g, dual-y dan dual-o. Sifat-sifat dual-¢,
dual-, dan dual-ydi atas juga telah dibahas oleh Kamthan & Gupta.

Berangkat dari pengertian di atas, kami memperluas konsep dual-¢, dual-
p, dual-y, dan dual-o6dari ruang barisan ke ruang barisan dengan suku barisan.

2. PERLUASAN DUAL KOTHE-TOEPLITZ

Dimisalkan o koleksi semua barisan x = {xn} dengan x, € C, n > 1.
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Hasil kali dan penjumlahan dua barisan {xn}dan {yn} didefinisikan secara
pointwise sebagai berikut.

Xy Ay} ={xu %2, %3, 3 {ys, y2, s, 0}
= { XLy1, X2.Y2, X3.y3, ...}

{np+ {yn}  ={xu %2, X3, .} + {yn Y2, ¥3, ...}
={X1tyy, X2+Yy2 X3+Vys ..}

Dengan penjumlahan pointwise dan perkalian skalar, maka ® menjadi ruang
vektor atas C.

Himpunan semua permutasi dari N dinotasikan dengan .

Definisi 2.1 ([6], [1], [5]) Dipandang ruang vektor tak nol A — ® maka
didefinisikan dual-a, dual-B, dual-y, dan dual-d dari A berturut-turut sebagai
berikut.

rA={xixeo, Y, [xY|<o, Vyeir}
M={x:xecw, ‘Zi21xiyi‘<oo, vy e A}

M={X:xe€w sup,

Z::lXiYi‘ <o, Vy e}

M={x:xew )

Xiyp(i)‘<oo, Vy € A, dan p € n}

Selanjutnya, untuk setiap x = {xn} € o, beberapa notasi didefinisikan sebagai
berikut.

X[2 = [{Xn}1 = [Xa| + [X2| + [x3| + ... dan |X| = [{xn} ={Xa], [Xa|, [X3], ... }.
Sehingga |x|1 € C sedang [x| € w.

Barisan dengan entri di o dinotasikan dengan huruf kapital X = {x™} dengan x™
menyatakan suku ke-n pada X.

X ={x® x@ x® 1}

dengan XM = {xu1, X12, X13, ..} € ®



On A Generalized Kéthe-Toeplitz Duals 33

X® = {Xp1, X22, %23, ...} € ®
X® = {Xs1, X32, X33, ...} € ©

Dimisalkan Q koleksi semua barisan X = {x™} dengan x™ e . Hasil kali dan
penjumlahan pada Q dilakukan secara pointwise sebagai berikut.

Untuk setiap X, Y € Q maka
XY = {X(n)} {y(n)} = { X(l)_y(l), X(Z)_y(z)’ X(S)_y(3), }
X+Y = {X(n)} + {y(n)} = { X(l) + y(l), X(2) + y(z), X(3) + y(3)’ }

Dengan penjumlahan bersifat pointwise dan perkalian skalar, maka €2 menjadi
sebuah ruang vektor atas C.

Definisi 2.2 Dipandang A — Q sebuah ruang vektor atau ruang linear yang tak
nol. Dengan X = {x™} dan Y = {y™}, x™, y™ e o maka didefinisikan berturut-
turut,

Ac={X:XeQ, >

x“)y(”‘1 <wo,VY¥eA}

i>1

AP={X:XeQ, ‘Ziﬁx(”y“)‘l <o, VYeA}

AT={X:XeQ, sup,

z_nlx(i)y(i)‘ <wo,VYeA}
1= 1

AN={X:XeQ, Y

X(i)yp(i)‘l <wo,VYeAdanpen}

Selanjutnya, berturut-turut ruang A*, AP, AY, dan A% disebut dual-a., dual-p,
dual-y, dan dual-o dari A.

Dengan mengingat bahwa untuk setiap X = {xn} € ®, bentuk |x|1 didefinisikan
sebagai |x1] + [X2| + |x3| + ... maka diperoleh sebagai berikut.

2

x(”y“)‘l - ‘x‘l)y(l)‘l+‘x(2)y‘2)‘1+‘x‘3)y(3)‘1+...
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= |{X11’ X191 X131---}-{y11’ Y12, y13’"-}|1+
|{X21! Xg2s Xog++-3-{Ya1s Va2, y23!---}|1+
|{X31, Xap, Xazs-- 3 {Ya1) Vaos Y33’---}|1+

= |{X11-Y11’X12-Y12’X13-y13’---}|1 + |{X21-y21’Xzz-yzz’xza-Y23’---}|1 +
|{X31-y31!X32-Y32!X33-Y33!---}|1 T

={ |X11Y11|+ |X12y12| + |X13Y13|+ ] |X21YZ1|+ |X22Y22|+
|X23YZ3| +. 34

{ |X31y31| + |X32Y32| + |X33Y33|+ Pt
ijl Xliyli‘ + ijl XZJyZJ‘ + Z'>
Zi212'> ‘

Selanjutnya dengan cara yang sama diperoleh berturut-turut.

‘Z|>1 (I) (I)‘ J>1 |>1 Xij yij ‘
supn Zillx“)y“)‘l = supn - > %Yy
z ZIJZ]>1

Dengan demikian, dual-a., dual-, dual-y, dan dual-6 dari A dapat dinyatakan
kembali sebagai berikut.

Yy + o

ij

ij yp(l)J ‘

Definisi 2.3 Dipandang A < Q sebuah ruang vektor atau ruang linear yang tak
nol. Dengan X = {x™} dan Y = {y™}, x™, y™ e o serta x® = {x;j} dan y® = {yij}
maka didefinisikan berturut-turut,

AC={X:XeQ Y 3

ANP={X:XeQ, ) |

xijyij‘ <wo,VYeA}

iZlXijyij‘ <o,VYeA}

={X:XeQ, supn ijl

Zn—l i Yij

<o,VYeA}



On A Generalized Kéthe-Toeplitz Duals 35

A5:{X X e, Ziﬂijl

xijyp(i)j‘ <ow,VYeAdanpen}

Pandang koleksi Q" ={X e Q: X ={xM}, x" =
Q" ruang vektor tak nol, maka

Z|_12 IJy'J‘ = |>1 Xy Zj>1
SUpn ijl Z.nl ij Vi

Diperoleh bahwa.

{xn,0,0,0,..},n>1} dan A c

i1 uyu‘ ‘Zpl |Y.‘
Zinzl X; yi‘ Zilejzl X

= Supn

i yp(i)j‘ = DX yp(i)‘
A% =)\, AP = 7\‘13, AV =AY, A8 =)o
dengan L ={{yi}:yjeClco,dano={{x}:xeC}

Jadi A%, AP, A7, dan A® merupakan suatu perluasan atau generalisasi dari A%, AP
LAY, dan A% .

Sementara, untuk koleksi Q™ ={X € Q: X={x%,0,0,0,...}} danA c Q™
ruang vektor tak nol, maka

A= AB =AY = A8 =)
:XjeC}

dengan A = {{yj} :yj € C } c o, dan o = {{Xj}
3. BEBERAPA SIFAT PERLUASAN DUAL KOTHE-TOEPLITZ

Pada bagian akhir ini, kami sampaikan beberapa sifat Perluasan dual Kothe-
Toeplitz yang masih serupa dengan sifat-sifat pada dual Kéthe-Toeplitz.

Proposisi 3.1 A*c AP

Bukti: Diambil sebarang X € A* maka untuk sebarang Y € A diperoleh

ijl D Xi yij‘ = Z XijY15 T X5 Yo5 + X555 + ‘
Z { xljylj‘+‘x2jy2j‘+‘x3jy3j‘+... }
S

IA

ZZ

‘ < o

ij
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Sehingga, X € AP,

Proposisi 3.2 AP < AY

Bukti: Diambil sebarang X € AP maka
ijl

Dengan Kata lain, barisan {Z

D% yij‘ < oo untuk setiap Y € A.

ZL Xi; Yij

} konvergen (ke suatu

=1
bilangan kompleks).

Karena konvergen, maka barisan {Z } merupakan barisan

Zin:l Xi; Yij

=1
Cauchy.

l

D XYy J

Selanjutnya, karena barisan Cauchy, maka barisan {zjﬂ

terbatas.

< 00,

Dengan kata lain, untuk setiap n berlaku Zj

ZL X Yij

>1

Dengan demikian diperoleh,

SUPn ijl Zinzl Xii Yij

Sehingga, X € AY.

< 00,

Proposisi 3.3 A% ¢ A*

Bukti: Diambil sebarang X € A% maka

Zilejzl

X; yp(m‘ < oo untuk setiap Y € A dan setiap permutasi p

€ Tt
Karena p € © maka dapat dipilih p = N sehingga diperoleh p(i) =i dan

Ziﬂij’L

Sehingga, X € A*.

Xiij‘ <™

Proposisi 3.4 Jika A <M maka M- < A¢, dengan = o, B, y, atau &

Bukti: Misal A = M . Diambil sebarang X € M.
Untuk sebarang Y € A makaY € M. Lalu karenaY € M sedang X € M“
maka berlaku

Zilejzl

suku ke-j dari barisan ke-i dari X dan Y.

X; yij‘ <o di mana x;j dan yij berturut-turut adalah entri
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Jadi, untuk sebarang Y € A berlaku zmzjﬂ
bahwa X € A“.
Jadi, M* < A%
Untuk dual-f, dual-y, dan dual-8, bukti serupa di atas.

X; yij‘ < oo. Ini artinya

Proposisi 3.5 Jika A= A1 A, maka A¢= A1¢ 1 A6 dengan = ¢, 3, 5, atau
o

Bukti: Dimisalkan bahwa A = A1 U Az diperoleh A1, A2 c A.

Karena A1 c A maka A* < A1*, juga karena A2 — A maka A% < Ax*.
Dengan demikian, diperoleh A* < A1* N A% ... (i)

Di lain pihak, jika diambil sebarang X € A1* N A2* maka X € A1* dan X
e A2*. Dengan demikian,

Zilejzl
Zilejzl

Sekarang, diambil sebarang H € A = A1 U A2 makaH € A; atauH € Az

X; yij‘ <oo untuk setiap Y € Ay .... (i) dan

X; yij‘ < oo untuk setiap Y € Az ..... (i)

JikaH e A1 maka berdasarkan (i) diperoleh > >"

- Xijhij‘ <o ,

JikaH e A2 maka berdasarkan (ii) diperoleh > >"

- Xijhij‘ <o
Karena berlaku untuk sebarang H € A maka X € A%

Dengan demikian, A1* N A2* < A* ... (ii)

Dari (i) dan (ii) maka A* = A1* N Ax* .

Untuk dual-$, dual-y, dan dual-8, bukti serupa di atas.

Proposisi 3.6 Jika A= JA; maka A%= (A5 dengan {=a, B, v, atau &

i=1 i=1
Bukti: Untuk n =1 maka benar bahwa A = A maka A% = AS.
Misalkan pernyataan benar untuk n = k yaitu
k k
A=JA; maka AS=()A;
i=1 i=1

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa pernyataan benar untuk n =k + 1.
k+1
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Y
maka AS= {UAi} NAS,

i=1

{hm}mm

i=1

k+1

i=1

Jadi, benar bahwa jika A = | JA; maka A®=(")AS
i=1 i=1

Proposisi 3.7 A = A% dengan € = a, B, v, atau &

Bukti: Dipandang dual-a berikut.

A% = { X:XeQ, Zizlzjzl
Lalu, jika diambil sebarang Y € A maka Zizlzjzl

Xijyij‘ <o,VYeA}

Xijyij‘ < o, VXeA®

Pernyataan terakhir menyatakan bahwa Y e (A%)*
Jadi, A c A%

Untuk dual-B, dual-y, dan dual-5, bukti serupa di atas.

Secara umum tidak berlaku A = A% . Untuk ruang barisan A yang memenuhi
kesamaan A = A maka A disebut ruang sempurna (perfect space).

Proposisi 3.8 A%= A& dengan £ = a, B, v, atau &

Bukti: Untuk setiap A = Q berlaku A = A5
Oleh karena itu, untuk ruang barisan A% berlaku A% < (A%)% atau ASc

ASE (i)
Sebaliknya, oleh karena A = A% maka (AS5)s < AS atau AS: < AS ...
(if)

Dari (i) dan (ii) maka A® = A5,

Beberapa akibat langsung dari proposisi di atas antara lain sebagai berikut.
Proposisi 3.9 Dengan ¢ = a, B, v, atau 6 maka

(1) Untuk setiap A = Q maka A% merupakan ruang sempurna.

(2) Ruang barisan A merupakan ruang sempurna jika terdapat ruang barisan
M < Q sedemikian hingga M5 = A

(3) Jika A = M% dan M ruang sempurna maka M = AS.
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