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ABSTRACT. In this paper we will discuss some of the approaches of fuzzy normed spaces
and development on fuzzy n-normed space. The approach discussed is based on the concept
of t-norm and-t conorm and directly as well as defining the usual definition normed space.
But it is discussed in more detail in this paper is the definition that refers to a generalized
regular normed spaces on fuzzy 2-normed space and space and fuzzy n-normed space.

Key words :Fuzzy Normed Space, Fuzzy 2-normed Space, Fuzzy n-normed Space, Fuzzy
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ABSTRAK. Pada makalah ini akan dibahas beberapa pendekatan dari ruang fuzzy
bernorma dan pengembangannya pada ruang fuzzy bernorma-n. Pendekatan yang dibahas
adalah berdasarkan konsep norma-t dan conorma-t serta pendefinisian langsung seperti
pendefinisian ruang bernorma biasa. Akan tetapi yang dibahas lebih detil dalam tulisan ini
adalah pendefinisian yang mengacu pada ruang bernormaa biasa yang diperumum pada
ruang fuzzy bernorma-2 dan ruang fuzzy bernorma-n.

Kata kunci : Ruang Fuzzy Bernorma, Ruang Fuzzy Bernorma-2, Ruang Fuzzy Bernorma-n.
Titik Fuzzy.

1. PENDAHULUAN

Teori himpunan fuzzy pertama sekali diperkenalkan oleh L. Zadeh tahun 1965.
Sampai saat ini berkembang banyak sekali penggunaan dari himpunan dan bilangan
fuzzy tersebut, Dalam ilmu matematika perkembangannya tidak hanya dalam bidang
Analisis saja, akan tetapi dalam semua bidang kajian yang ada dalam matematika,
termasuk dalam bidang Numerik, Operasi Riset, Statistik, Aljabar dan aljabar linear
(Alotaibi, 2010; Elegan, dkk, 2010; Karakus, dkk, 2008, Mashadi, 2010).

Dalam bidang matematika analisis, konsep fuzzy juga sangat berkembang,
sampai pada masalah fuzzy ruang metric-n dan ruang fuzzy bernorma-n. Konsep
ruang fuzzy bernorma dan ruang fuzzy bernorma-2 sampai ke ruang fuzzy bernorma-

n, sebenarnya didekati dari 2 sisi, yang pertama yaitu ruang fuzzy bernorma yang
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didekati secara Intuitionistic yaitu dengan menggunakan konsep konntinu t-norm dan
kontinu t-conorm (Alotaibi, 2010; Golet, 2009; Mursaleen dan Danish Lohani, 2008;
Samanta dan Mohinta, 2011; Surender, 2011; Vaezpour dan Karini, 2008). Dipihak
lain ada juga penulis yang memperkenalkan konsep ruang fuzzy bernorma

menggunakan pendekatan fuzzy point dari himpunan fuzzy.
2. RUANG FUZZY BERNORMA

Seperti yang disebutkan di atas, salah satu pendekatan ruang fuzzy bernorma
adalah secara intuitionistic, yaitu konsep ruang fuzzy bernorma yang didekati
berdasarkan konsep kontinu t-norm dan kontinu t-conorm (Alotaibi, 2010; Golet,
2009; Mursaleen dan Danish Lohani, 2008; Samanta dan Mohinta, 2011).

Definisi 2.1. Misalkan X himpunan tak kosong, Himpunan Fuzzy A di X adalah suatu

himpunan yang fungi keanggotaannya, pz : X — [0, 1].
Sehingga A dapat ditulis dalam bentuk 4 = {(x, uz(x))Ix € X,0 < pz(x) < 1}

Definisi 2.2. suatu operasi biner % [0 ,1] x [0, 1] — [0, 1] dikatakan kontinu t-norm

jika memenuhi kondisi berikut :
I.  * assiosiati dan komutatif
ii. * kontinu
iii. akl1= auntuk semuaa € [0, 1]

iv. a*b <c*kd bilaa<cdanb <duntuk setiap a, b, c,d [0, 1].

Maka jelas jika didefinisikan askb = ab atau a*kb = {a,b}, maka * merupakan

kontinu t-norm.
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Definisi 2.3. suatu operasi biner ¢ : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] dikatakan kontinu t-

conorm jika memenuhi kondisi berikut :

i. ¢ assosiatif dan komutatif
ii. O kontinu
iii. a00 =0 untuk semua a < [0, 1]

iv. a0 b<codbilaa<cdanb<duntuk setiap a, b, c,d [0, 1].

Definisi 2.4. Lima tupelo (X, pu,v,*,0) dikatakan Instutionistic Ruang fuzzy bernorma

(disingkat IFNS), jika X adalah ruang vektor, 3k kontinu t-norm, ¢ kontinu t-conorm

dan p,v adalah himpunan fuzzy pada X x [0, ] yang memenuhi kondisi, untuk setiap

X,y € Xdans, t>0

@). p(xt) +v(x,t) <1

(b). n(x,t) >0

(€). u(x,t) = 1 jika dan hanya jikax =0

(d). u(ec x, t) = (x, é) untuk setiap a = 0.

(€). n(x.t) * u(y.s) <p(x+y, t+s)

(. u(x,.) : [0, 0 ) — [0, 1] kontinu
Q). lim;,, u(x,t) =1 dan lim, o u(x,t) =0
(h). v(x,t) < 1,

(1). v(x,t) = 0 jika dan hanya jika x = 0

(). v(ecx,t) = v (x, i) untuk setiap a. = 0
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(K). v(x,t) O (y,8) <v (X +y, t +5)
(D. v(x,.) : [0, o0 ) — [0, 1] kontinu
(m). lim,,,, v(x,t) =0 dan lim, o v(x,t) =1
Dalam hal ini p,v dikatakan Intuitionistic Fuzzy Norma.
Beberapa penulis (Saadi dan Vaezpour, 2005; Sharma, 2002; Surender, 2011;

Vaezpour dan Karini, 2011) justru mendefinisikan ruang fuzzy bernorma hanya

dengan memberikan syarat yang lebih sederhana yaitu sebagai berikut.
Definisi 2.5. Pasangan 3-tupel (X, V,*,) dikatakan Ruang fuzzy bernorma, jika X

adalah ruang vektor, * kontinu t-norm dan V adalah himpunan fuzzy pada X x [0, «]

yang memenuhi kondisi, untuk setiap x, y € V dan s, t > 0 berlaku
(). V(x,t) >0
(i1). V(x,t) = 1 jika dan hanya jika x = 0

(). V(o< x,£) = V (x, ) untuk setiap o 0.
(iv). V(x,t) & V(y,s) < V(X +y, t+5)

(V). V(x,.) : [0, o0 ) — [0, 1] kontinu

(Vi). lim; L u(x, t) =1

Akan tetapi ada juga penulis lain yang mengganti syarat (i). (iv) dan (v)
sebagai berikut :
(1"). V(x,t) = 0 untuk setiap t < 0. (sebenarnya syarat ini ekivalen dengan syarat (i)).
(1v’). V(x +y, s+ t) > min {V(x,s), V(y,t) }.

Syarat (iv’) ini sebenarnya juga ekivalen dengan syarat (iv), karena salah satu
contoh dari kontinu t-norm adalah akb = {a,b}.

(v’). V(x,.) merupakan fungsi tak turun di R, yang sebenarnya juga ekivelan dengan

syarat (v),
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Bila (X, |[.|]) ruang bernorma dan didefinisikan a*kb = ab atau a*b = min

{a,b}, kemudian definisikan

ke _ .
V(x,t) = {kt"+m|lx|l’ bilat> 0 dank,mmn € R

0 bilat <0

Maka (X,V, ) adalah ruang bernormaa fuzzy. Khususnya jika k = n = m = 1 akan

diperoleh

t

V(xt) = {m bilat > 0
0, bilat <0

Yang merupakan norma fuzzy standart yang di induksi dari norma ||. ||.

Bila (X, [|. ||) ruang bernormaa dan didefinisikan a*kb = ab dengan

V(x,t) = (exp @)_1

Untuk semua x € X dant € (0, «). Maka (X,V, *) adalah ruang fuzzy bernorma.

Definisi 2.6. Misalkan (X,V, k) adalah ruang fuzzy bernorma, misalkan {x,} barisan
di V, maka barisan {x,} dikatakan konvergen, jika terdapat x € V sehingga
lim, ., V(x, — x,t) = 1, untuk setiap t > 0.

Definisi 2.7. Misalkan (X,V, *) adalah ruang fuzzy bernorma, misalkan {x,} barisan

di V, maka barisan {x,} dikatakan barisan Cauchy, jika lim,_ e, V(x,4, — X,,t) =

1,untuk setiapt>0danp=1,2,3,...

Dari definisi di atas juga akan berlaku bahwa dalam ruang fuzzy bernorma,

setiap barisan yang konvergen juga akan merupakan barisan Cauchy.

Definisi 2.8. Misalkan A < X dengan (X,V, %) adalah ruang fuzzy bernorma, A

dikatakan terbatas jika dan hanya jika terdapat t > 0 dan 0 < r < 1 sehingga V(x,t) > 1

—r untuk semua x € A.
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Pendekatan lain untuk ruang fuzzy bernorma adalah sebagai berikut, dimulai
dengan mendefinisikan titik fuzzy P, pada X yaitu sebagai berikut (Igbal dan Hemen,
2010; Karakus, dkk, 2008).

Definisi 2.9. Suatu titik fuzzy P, di X adalah himpunan fuzzy dengan fungsi
keanggotaan
<, jikay=x

tpx () =
0, untuk lainnya

Untuk semuay € X dengan 0 < a < 1. Kita notasikan titik fuzzy dengan x,, atau (x,a).
Misalkan X ruang vektor atas lapangan K, dan misalkan A himpunan fuzzy di
X, maka A dikatakan sub ruang fuzzy di X jika untuk semua X, y € X dan A € K
berlaku
g (x+y) =2 minfug (), 1z ()}
i pg (Ax)2ug (x).
Berdasarkan konsep di atas didefinisikanlah ruang fuzzy bernorma yaitu sebagai
berikut :

Definisi 2.10. Misalkan X ruang vector atas lapangan K, dan misalkan ||. [ : X — [0,
o), fungsi yang mengaitkan setiap titik x,, di X, o € (0, 1] bilangan real tak negatip

Il Il  sehingga :

(FN1). [[x |l = 0 jika dan hanya jika x = 0

(FN2). [[Axq |l = |Alllx,|l, untuk semua A € K.

(N3). [l + w4, < Il + 3l

(FN4). Jika |[x,|lf < 7, dengan r > 0 maka terdapat 0 < o < a < 1 sehingga [|x, || <

r.

Maka ||. || disebut fuzzy norma dan (X. 4, ||. || ;) disebut ruang fuzzy bernorma.
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Berdasarkan Definisi 2.10 di atas, maka didapat hubungan antara rnorma
biasa dengan fuzzy norm yaitu sebagai berikut.

Proposisi  2.11.Misalkan (X.[[.|]) ruang bernorma biasa, definisikan ||x.|l; =
i |lx|| untuk semua x, € X dengan « € (0, 1], maka (X. 4. ||f) merupakan ruang

fuzzy bernorma.

Bukti : Misalkan x, danys € A dengan o, B € (0, 1] dan A € K. maka:

1
(FND). llxell; =0 = [lxll = 0 =llx]l = 0 = x =0.

|4

1
(FN2). I2xa |l = ZllAx1l = = llxIl = [A]. llxell ¢

(FN3). ||x, + y[;”f = [|(x + y)y”f, dengan y = maks {o, B}

1 1 1 1 1
==llx+yll <=lxll + =llyll <=lxll+ <lyll = llxells +
Sl 4yl < Sl + Syl < 2l + Sy = Tl

Ivsll,
(FN4). Jika ||x, || < r, dengan r > 0, maka untuk p € (0, 1] dengan o < p, maka

berlaku :

”Z—" < @ <7 yang bermakna |[x,||f <T.

Sebaliknya bila [|x.||; adalah suatu Ruang fuzzy bernorma, definisikan
llxIl = llx11l; = l|Cx, DIl merupakan ruang bernorma. Jadi bila kita punya ruang
bernorma, maka senantiasa bisa kita bentuk ruang fuzzy bernorma dan begitu juga
sebaliknya, dengan kata lain ruang bernorma adalah ekivalen dengan ruang fuzzy
bernorma. Sehingga semua sifat yang berlaku pada ruang bernorma juga akan berlaku

pada ruang fuzzy bernorma. [

Selanjutnya (Kider, 2011a dan 2011b), mendefinisikan himpunan fuzzy buka,
untuk himpunan fuzzy A di X, himpunan fuzzy tutup dan fuzzy kontinu di 4

didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 2.12. Misalkan (X. A |l ||f) ruang fuzzy bernorma. Diberikan x, € A dan
bilangan real r > 0. Maka B(x,,7r) = {yﬁ € A:||x, _yﬁ”f < r} dikatakan bola
buka dengan jari-jari r.

Berdasarkan Definisi 2.12 di atas, maka dapatlah didefinisikan himpunan

buka dan himpunan tutup pada suatu ruang fuzzy bernorma. Misalkan A himpunan

fuzzy pada ruang fuzzy bernorma (X. 4, |l.|l;) dikatakan buka jika setiap x, € 4

terdapat B(x,,7) = A dan himpunan fuzzy B dikatakan tutup jika komplementnya
buka.

Definisi 2.13. Misalkan (X. 4, ||.l;,) dan (Y. B, |I. |l;,) masing-masing ruang fuzzy
bernorma. Pemetaan T : X — Y dikatakan fuzzy kontinu di x, € 4 jika untuk setiap

¢ >0 terdapat § > 0 sehingga ||T(x), — T(y)ﬁ”f < & untuk semua y; € B dengan
2
=35l < .

T dikatakan fuzzy kontinu jika T fuzzy kontinu disetiap titik x, € A.
Selanjutnya dengan menggunakan Definisi 2.13 di atas akan dapat ditunjukkan
pemetaan T dari ruang fuzzy bernorma (X. A, ”'”fl) into ruang fuzzy bernorma
(Y. B, Il ll,) adalah fuzzy kontinu jika dan hanya jika setiap inverse image dari
sebarang himpunan fuzzy buka di B adalah buka di X.

Selanjutnya didefinisikan barisan konvergen, himpunan terbatas pada ruang

fuzzy bernorma

Definisi 2.14. Barisan fuzzy {(x,,x,)} pada ruang fuzzy bernorma (X.74,Il.[l;)

dikatakan konvergen x, € A4, jika lim,_o||(x,, %,) — x«|| = 0, dan x. dikatakan

limit dari {(x,,, <, )} dan ditulis lim {(x,,, <, )}= x.
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Definisi 2.15. Barisan fuzzy {(x,,,)} pada ruang fuzzy bernorma (X. 71,||.||f)
dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat Ny > 0 sehingga

| Cxn, 3) — (K, X))l < € untuk setiap m, n > Np .

Berdasarkan definisi-definisi di atas, maka teorema-teorema yang ada dalam
barisan bilangan real akan berlaku untuk barisa pada ruang fuzzy bernorma (Kider,
2011a dan 2011b), misalnya setiap barisan convergen pada ruang linear bernorm
fuzzy adalah barisan Cauchy. Begitu juga jika Pemetaan T : X — Y pada ruang fuzzy
bernorma (X. 4, 1I. ll,) dan (Y. B, |I.1lz,) adalah fuzzy kontinu di x, € 4 jika dan
hanya jika {(x,,«,)} = x, menyebabkan {T(x,),x,} — T(x)«. Banyak lagi

konsep lain yang juga akan berlaku, misalnya keterbatasan, kelengkapan.

3. RUANG FUZZY BERNORMA-2.
Sama seperti ruang fuzzy bernorma, banyak pendekatan yang dilakukan untuk
pendefinisian ruang fuzzy bernorma-2, akan tetapi dalam tulisan ini konsep ruang

fuzzy bernorma-2 hanya akan diperumum dari Definisi 2.5 dan 2.10.
Definisi 3.1. Pasangan 3-tupel (X, V,*,) dikatakan ruang fuzzy bernorma-2 jika X

adalah ruang vector, * adalah kontinu t-norm dan V himpunan fuzzy di XxXxR dan

untuk setiap x, y € X dan s, t >0 memenuhi.

(FN-3.1). V(x,y;t) =0 untuk semuat € Rdant <O0.

(FN-3.2). V(x,y;t) = 1, jika dan hanya jikax dan y bergangung linear, dengant € R, t
> 0.

(FN-3.3). V(x,y;t) = V(y,x;t) untuk semua x ,y € X..

(FN-3.4). V(ax,y;t) =V (x, y; i) untuk setiap o = 0.
(FN-3.5). V(x,z;5) *k V(y,z;t) < V(X +vy,z; s + 1)

(FN-3.6). V(x,y;.) : (0, ©) — [0, 1] fungsi takturun untuk t € R.
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(FN-3.7). lim;_,, V(x,y;t) =1,
Maka V dikatakan dikatakan norm-2 fuzzy pada X dan pasangan (X,V,*) dikatakan

ruang fuzzy bernorma-2.

Mengacu pada contoh ruang fuzzy bernorma, maka Bila (X, ||e, e||) ruang
bernorma-2, definisikan asb = ab atau a*kb = min {a,b} dan

kt™

_ bilak,m,n,t > 0,danx,y € X
kt+m|lx,y |l

Vix,y;t) =
0, bila t<0,danx,y €R

Maka (X,V,*) merupakan ruag fuzzy bernorm-2. Khusus jika k = n =m =1, maka

diperoleh bentuk

t

_ bilat > 0,danx,y € X
t+lxyll

Vix,y;t) =
0, bila t <0,danx,y €

Yang disebut dengan norma-2 fuzzy standart dengan norma ||e, e||.

Berikut ini diberikan contoh ruang fuzzy bernorma-2 yang tidak standar

lainya, misalkan Bila (X, ||e, ||) ruang bernorma-2, definisikan a*kb = ab atau a*b =

min {a,b} dan definisikan :

2lloyl? .
V(x y t) — t2+||x,y||2 blla t> ”x,y”
0, bilat < ||x,vll

(FN-3.1). jika t < ||x, y|| dan jelas dari definisi V(x,y;t) =0, untuk setiap x, y € X.
(FN-3.2). untuk t >0 dengan t > ||x, y||, misalkan V(x,y;t) = 1.

t2=lxyll® _
t2+|x,y 1|2

et =l yll? =% + llxyll?

< lx,yll =0

< x dan y bergantung linear.
(FN-3.3). Jelas berlaku dari definisi [|x, y|| = ||y, x||
(FN-3.4). Untuk o = 0 dan jika t > ||« x, y||, maka
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2 2 2 2 2 (L)Z—H &
V t _ti=llexyllc et =l eyt \xg oyl ot

(ocxvy’)_z 2 T .2 2 2 T /N2 - ' Y
t4+|locx,y |l te+[oc|4]lx,y |l (_) Hla,y 12 x|

loc]

Untuk a = 0 dan jika t < ||ec x, ||, maka — < [, ¥, jadi

loc|

V(eex,y;t)=0=V (x, y; L)

[ox|
(FN-3.5). Misalkan s < ||x,z|| ataut < ||ly,z||, maka jelas ketaksamaan dipenuhi.
Selanjutnya misalkan s > ||x, z|| dant > ||y, z||, dan tanpa mengurangi

keumuman misalkan V(y,z;t) > V(x,y;t) maka diperoleh

t2—|ly.z||? s2—|lx,z||?
t2+lyzII2 T s2+llx.z]?

=>t2s% = s2 |y, z|1* + 2lx, z|1* = llx, zI1|ly, z||* = t2s* — t?||x, z||* +
s*|ly, zII* =
llx, zII* ]y, zII?
= t*||x, z||* = s2|ly,z|I> =0 (i)
Selanjutnya dari hubungan s + t > ||x, z|| + |ly,zl| = |lx +y,z]l,

diperoleh

(s+t)2—|lx+y,z||? (s+)2=(llx,zl[+]ly,zID?
V(x ,Z;S+t) = =
(x+y +0) (s+6)2+lx+y.z11? (s+)2+(llx,zll+ly z1)?

Selanjutnya

+)2=Uxzl+ly.zID*  s*—llx.z||*
+2+lxzll+lly,zID?  s?+llxz]?

llx, 2112 (s+6)2=s2(llx,z 1 +]ly,zID? —=s2 (llx,z [ +]ly,z D% +lIx,z |1 (s +¢)?
{Gs+)2+Ulxzll+1y.zID?3.(s? +]lx,2112)

sebut 4 = {(s + )% + (llx, zll + lly, zID?}. (s* + llx, zI|?), maka

2
= llx, zl1*(s + % = s?(llx, zIl + 1y, zID?]

2
=2 [llx, zl*¢? + 2stllx, z|I? — s2ly, zII* — 252 |lx, zII. Iy, 2]

2 242 _ 2 2 i
=2 llix zl°t° = sy, 2l + 2slix, | tllx, 2|l = slly, zI)] =0, (dari

(1)
Jadi
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V(x+y,z;s+t) > V(X,z;t) jika V(x,z;t) < V(y,z;t)
Dengan cara yang sama akan diperoleh
V(x+y,z;s+t) > V(y,z;t) jika V(y,z;t) < V(x,z;t)
Dengan demikian

V(x+y,z;s+t) > min {V(x,z;t), V(y,z;H)}.

(FN-3.6). Ambil t; <t; akan ditunjukkan V(x,y;t;) < V(x,y;t2), untuk setiap x, y € X.
Kasus 1. Misalkant, > t; > ||x,y||, maka perdefinisi diperolah V(x,y;t;)
=V(x,y;tz) = 0.

Kasus 2. Misalkan t; < t, < [|x, y||, maka berlaku :

g —lleyl>  —lxyl> Gl = gl yll?
5+ xyll? o +lleylz @+ llxyl®. @ + llxyl?)

v I1? (t2+1).(E2—t1) 0
(2 +1xy 12).(e5+llx,y112) =

Jadi berlaku V(x,y;t2) - V(x,y;t1) =0, (xy;.) : (0, ©) — [0, 1] fungsi

takturun untuk t € R.

2_ 2
(FN.3.7). Jelas lim, o, V(x, y; t) = lim leyll®

t—oo t2+]x,y 2

)

Maka (X, V,*) merupakan ruang linear bernorm-2 fuzzy.

Juga mengacu pada definisi-definisi yang ada pada ruang fuzzy bernorma,

didefinisikan berbagai definisi pada ruang fuzzy bernorm-2 sebagai berikut

Definisi 3.2. Misalkan (X,V,) ruang fuzzy bernorm-2, untuk t > 0 dan unsur tak
nol z € X, Himpunan bagian A < X dikatakan t-terbatas jika terdapat r € (0, 1)

sehingga V(x,z;t) > 1 —r untuk semua x € A.

Definisi 3.3. Untuk t > 0 dan unsur tak nol z e X. Barisan {x,} pada ruang fuzzy
bernorma-2 (X,V,*) dikatakan t-konvergen ke x € X, jika untuk setiap 0 < g <1

terdapat np € N sehingga untuk semua n > ng berlaku V(x, — x,z;t) > 1 - ¢, dinotasikan

t
dengan x,, — x.
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Definisi 3.4. Untuk t > 0 dan unsur tak nol z e X. Barisan {x,} pada ruang fuzzy
bernorma-n (X, V,) dikatakan t-konvergen ke x e X, jika untuk setiap 0 <e <1

terdapat ng € N sehingga untuk semua n > ng berlaku V(x, — xx,z;t) > 1 - ¢,

Definisi 3.5. Misalkan (X, V,*) ruang fuzzy bernorma-2, untuk t > 0 dan unsur tak
nol z € X, himpunan bagian A c X dikatakan :
(). t-tutup jika untuk setiap barisan {x,} di A konvergen ke suatu titik x € A
(ii). t-kompak setiap barisan {x,} di A mempunyai barisan bagian {x,,} yang t-
konvergen ke xo € A.
Mengacu pada pendekatan ruang fuzzy bernorma dari (Kider, 2011a dan
2011b), maka bila didefinisikan untuk titik fuzzy X, + yg = (X + y), dengan A = maks

{a,B}, maka dapat didefinisikan ruang fuzzy bernorma-2 sebagai berikut :

Definisi 3.6. Misalkan X ruang vector atas lapangan K, dan misalkan ||.,. || : X —

[0, ), fungsi yang mengaitkan setiap titik X, yg di X, a,p € (0, 1] bilangan real tak
negatip ||., . || sehingga
(FN1). ||, v5 ||f = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linear.

(FN2). ||x, v5 ||f = ||y[;,x°<||f untuk semua X,, yp di X

(FN3). || Ax4, yp ||f = |||z, ¥g], untuk semua x,, yg di X dan semua % € K.
(FN4). ||x, + yﬁ'ZY”f < ”xa'ZY”f + |y, ZV”f untuk semua X, yp dan z, di X
(FN5). Jika ||xa,y[;||f < r,dengan r > OmakaterdapatO<a,p<y,p <1

sehingga ||x,, yp”f <r.

Maka ||.,. |l disebut fuzzy norm-2 dan (X.||.,.||; )disebut ruang fuzzy bernorma-2.

Berdasarkan Definisi 3.6 di atas, maka didapat hubungan antara rnorm biasa

dengan fuzzy norm yaitu sebagai berikut.
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Proposisi 3.7. Misalkan (X.]|.,.||) ruang bernorma biasa, definisikan ”x“'yﬁ”f =

% |lx, y|| dengan 6 = maks {e, £}untuk semua X, , yg z, € X dan a,f3, v € (0, 1],

maka (X. [l.,. |l ;) merupakan ruang fuzzy bernorma-2.

Bukti : Misalkan X, ,yg € X dengan a, § € (0, 1] dan A € K. maka :
(FN1). ||, v5 ||f =0 <:>§ llz, |l = 0 <|lx, y]l = 0 < x dan y bergantung linear.

(FN2). [l gl = 5 eyl = 5l = [lyg, el

(FN3). |2 vl = 511271 = S vl = 11 o 5,

(FN4). ||x, + yﬁ,zy||f < |[Gx+ y)T'Zy”f’ dengan t = maks {a, B}
=2 lx+y,zll <l zll + iy zIl, - dengan p =maks {r.v}
< 5I|x,z|| + %lly,zll, dengan u = maks {a, v} dan ¢
= maks {B, v}
= ezl + llys 2l
(FN5). Jika ||x4, v ||f < r,denganr >0, karena 5= maks{o, B} dan untuk 7y, pe

(0, 1] dengan t= maks {y, p} sehingga 6 < t, maka berlaku :

[l |l < [,y 1|
T )

< r yang bermakna ||x,, yp”f <r.
Sebaliknya berdasarkan Definisi 3.6 bila ”x“'yﬁ”f adalah suatu Ruang fuzzy
bernorma-2, definisikan ||x,y|| = ||x1,y[;||f atau  [lx, Il = llxg, y1ll s, merupakan

ruang bernorma-2. Jadi berdasarkan definisi 3.6 dan proposisi 3.7 diperoleh bila kita
punya ruang bernorma-2, maka senantiasa bisa kita bentuk ruang fuzzy bernorma-2
dan begitu juga sebaliknya, dengan kata lain ruang bernorma-2 adalah ekivalen
dengan ruang fuzzy bernorma-2. Sehingga semua sifat yang berlaku pada ruang

bernorma juga akan berlaku pada ruang fuzzy bernorma.

Misalkan (X.[l.]|¢) ruang fuzzy bernorma, definsikan
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0,  jika|xx— y/;”f =0
e yell, = _
lloecl - ||yﬁ ”f’ lainnya

Maka (X. ll.,. ||f) merupakan ruang fuzzy bernorma-2.
(FN.1). Jelas dari definisi, ”x“’yﬁ”f = 0, jika dan hanya x,, y; bergantung linear.
(FN.2). jika x.,ys bergantung linear, jelas ”x“'yﬁ”f = ||y,;,x°<||f , selanjutnya
misalkan tidak bergantung linear. Maka
eyl = I, = Il Mkl = D e
(FN3). |20,y = WAxelly- Nl |, = 141 el [y, = 1Al s
N [+ 35,2, = e+ 35l < (el + el )l
= el + Dol ol = B, + D,
(FN.5). Jika ||x, v5 ||f < r, dengan r > 0, maka
llx¢ |l; < 7, jadi terdapat 0 < a. <y < 1 sehingga ”lelf <r,dan
||y ||f < r, jadi terdapat 0 < B < & < 1 sehingga ||y ||f < r. Jadi
oyl = el -l <77 <
Jadi ||xa,yﬁ||f merupakan norm-2 fuzzy pada X dan (X.]l.,.|l;) merupakan

ruang fuzzy bernorma-2.

4. RUANG FUZZY BERNORMA-N.

Berikut ini diberikan perumuman ruang fuzzy bernorma-n berdasarkan definisi 2.5
dan 3.1.

Definisi 4.1. Himpunan bagian fuzzy A pada X™ x R dikatakan norma-n fuzzy pada
X jika memenubhi :

(FN-n-1), V(xq, X2, . . ., Xn;t) = 0, untuk semuat e R, t<0.
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(FN-n.2). V(xq, X2, . . ., X ;t) = 1, jika dan hanya jika X1, Xo, . . ., Xn bergantung linear,
dengant € R, t>0.
(FN-n.3). V (x4, x3, -+, x,,; t) invariant untuk semua permutasi dari X1, Xz, . . . , Xn
(FN-n.4). V(x1, x5, -, ax,;t) =V (xl,xz, ---,xn;é) untuk setiap a = 0.
(FN-n.5). untuk semua s,t e R.
V(xy, %0, Xp_1,y +2Z;5+t) =
min{V (x1, X2, , Xn—1, Y5 8), V(x1, X2, , X1, 23 1) }
(FN-n.6). V(x1, x3, -+, x,,; t) fungsi tak turun untuk t € R.
(FN-n.7). lim; o V(xq, %2, xp5t) = 1
Maka V dikatakan dikatakan norma-n fuzzy pada X dan pasangan (X,V,k)

dikatakan ruang fuzzy bernorma-n.
Mengacu pada contoh ruang fuzzy bernorma, maka Bila (X, ||e,e,--,e]|)

ruang bernormaa-n, definisikan a*kb = ab atau a*kb = min {a,b} dan

V(xlerI s Xns t) =

kt™
kt™+mllxq1,x2, x|l

bila k,m,n,t > 0,dan x1,x,,*+,x, €X

0, bila t <0,danx,y €R
Maka (X,V,*) merupakan ruag fuzzy bernorma-n. Khusus jikak = n=m =1, maka

diperoleh bentuk
‘ bila t > 0,dan x{,x,,**,x, €X

T+{[xq,x2, %l
V(xlerI'"'xn;t) = "

0, bila t <0,danx,y €R
Definisi 4.2. Misalkan (X, V, ) ruang fuzzy bernorma-n, untuk t > 0 dan unsur tak
nol z € X, Himpunan bagian A < X dikatakan t-terbatas jika terdapat r € (0, 1)

sehingga V(xq, x5, ***, X,—1,Z;t) > 1 — r untuk semua x € A.
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Definisi 4.3. Untuk t > 0 dan unsur tak nol z e X. Barisan {xX,} pada ruang fuzzy
bernorma-n (X, V,) dikatakan t-konvergen ke x e X, jika untuk setiap 0 <e <1
terdapat ng € N sehingga untuk semua n > ng berlaku V(xq, x3, -+, X —1,Xn — X,;t) > 1 -
g, dinotasikan dengan x,, 5 X.

Definisi 4.4. Untuk t > 0 dan unsur tak nol z e X. Barisan {x,} pada ruang fuzzy
bernorma-n (X, V,*) dikatakan t-konvergen ke x € X, jika untuk setiap0<e<1
terdapat no € N sehingga untuk semua n > ng berlaku V(x1, x5, -+, X, —1,Xm — Xk,;t) > 1

- g,

Kembali ke ruang fuzzy bernorma-n yang merupakan pengembangan dari
definisi 3.5, sedikit ramai notasi untuk unsur-unsur di 4, bila x, X2, . . ., X, € X, maka

fuzzy point di A mestinya dinotasikan dengan ST N dengan0< o;<1,i=

1,2, ..., n. Dalam tulisan ini penulisan unsur titik fuzzy disederhanakan yaitu unsur

Xl X2ucy o Xy, menjadi = x4, X4, ", Xo, Yang bermakna unsur xi e X

berkorespondensi dengan x;, € A.

Mengacu pada Definisi 3.6, maka didefinisikan ruang linear bernorma-n fuzzy

sebagai berikut :

Definisi 4.5. Misalkan X ruang vektor atas lapangan K, dan misalkan |[., - .|| : X
— [0, «), fungsi yang mengaitkan setiap titik x,,,X4,, -, %x, di 4, oi € (0, 1]
bilangan real tak negatif ||.,--,. || sehingga

(FNL). [|otg,) Xy -+ Xee, ||f =0 jika dan hanya jika x;, x,, -+, x,, bergantung linear
(FN2). [|xq,) Xapr -+ X, ||f invariat terhadap permutasi
(FN3). ||ﬂxa1,xa2,---,xo<n ”f = |/1|||xa1,xa2,"',xo<n ”f , untuk  semua

Xoyr Xayr ' Xo, di X dan semua i € K.
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(FN4) ||xa + yﬁ;xazr"';xocn ”f < "xa;xaz;”'vxocn ”f + ”3’B,xa1,xa2;”‘;xo<n ||f
untuk semua Xq, Yp dan x,,, -+, X, di X

(FN5). Jika ||, X, -+ Xec, ||f < r, dengan r > 0 maka terdapat 0 < o; < Bj <1, i
=1,2,...,n sehingga ”xﬂl'xﬁz""'xﬂn ”f <T.

Maka [|.,--,. s disebut fuzzy norm-2 dan (X, all., . |ls) disebut ruang fuzzy

bernorma-n.

Ekivalen dengan proposisi 3.7, maka kalau bila ||xq, x5, -+, x, || ruang linear
bernorma-n, maka kalau didefinisikan ||x4,, x4, ") X, ||f =%||X1:er":xn||
dengan 6 = maks {a4, oo, . . ., an } maka dengan cara yang sama dengan pembuktian
teorema 3.6 akan diperoleh ||x4,,%q,, -, Xo, ||f ruang linear bernorma-n fuzzy.
Begitu juga sebaliknya jika ||xq,, %4, =) X«, ||f ruang linear bernorma-n fuzzy,
maka kalau didefinisikan ||y, xz, -+, x, [l = ||2i, Xaps -+ e, ||f dengan i = 1 dan o;
# i. atau dalam notasi lain ||x(i), x4, ) %« ||f dengan o = 1, maka
llx1, 202, -+, % Il = || (1), Xy Xec, ||f merupakan ruang linear bernorma-n. Jadi

untuk pendefinisian di atas, ruang linear bernorma-n adalah ekivalen dengan linear
fuzzy bernorma-n. Sehingga konsep yang berlaku pada ruang linear bernorma-n.juga

akan berlaku pada ruang linear fuzzy bernorma-n.

Mengacu pada (Gunawan dan Mashadi, 2001a dan 2001b), bahwa kalau
lx1, %2, -+, x, || norma-n pada X, maka senantiasa dapat dibentuk ||x, x5, -+, x,—1]l
yang merupakan norma-(n-1) pada X dan begitu juga sebaliknya. Jadi kalau kita
punya ruang fuzzy bernorma-n, maka juga senantiasa ak/an dapat dibentuk norma-(n-
1) pada X dan begitu juga sebaliknya.
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Teorma 4.6. Misalkan ||x,,, %4, -, Xu, ||f norma-n fuzzy pada X, kemudian bentuk

”xaﬂxaz’ Tt Xee, g ”f = maksllxaﬂxaz""’x‘xn—l ’aﬁi”f
dengan {a4,a,, -, a,} himpunan yang bebas linear di X. yang berkorespondensi
dengan unsur f{ag ,ag,,-,ag } did, Maka ||x,,, %z, ) X, , ||f norm-(n-1)

fuzzy pada X.

Bukti : Bukti (FN.1) s/d (FN.4) ekivalen dengan bukti teorema 2.1 pada [7], maka
disini akan dibuktikan (FN.5) saja.

Misalkan ||xa1,xa2;"':xocn_1 ” = maks | Xaypr Xayr " X, —1 ’aﬂj ||f <,

f

dengan r > 0, karena ||x,,, %4, ", Xa, ||f norma-n fuzzy, maka terdapat y; dan &

dengan o; <y dan Bi<§g 1=12 ..., n-1 sehingga ||x71,xy2,---,x7n_1

f

norma-(n-1) fuzzy

maks ||x71,x72,---,xyn_1,a5j ”f <r. Jdadi ||xg,, Xq, ) X, ||f

pada X. [
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