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Abstract. In this paper, we study the existence of fixed point of the p-weak contraction
mapping in the complete partial metric space for multivalued mapping. Distance
calculations are performed using Hausdorff metric. The result obtained in this paper is
an extension of similar result for single valued mapping.
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Abstrak. Pada makalah ini akan dikaji eksistensi titik tetap dari pemetaan kontraktif

lemah —¢ di ruang metrik parsial lengkap untuk pemetaan multivalued. Perhitungan
jarak dilakukan menggunakan metrik Hausdorff. Hasil yang diperoleh pada makalah ini
merupakan perluasan dari hasil serupa untuk pemetaan single valued.

Kata Kunci: Ruang metrik parsial lengkap, titik tetap, Pemetaan Kontraktif Lemah - ¢,
metrik Hausdorff

1. PENDAHULUAN

Pemetaan kontraktif f:X — X adalah pemetaan yang memenuhi
ketaksaman

d(f(x), f(¥) < Kd(x,y)

pada teorema titik tetap Banach, dengan x dan y adalah elemen di ruang metrik
(X,d), dan K adalah konstanta yang mempunyai nilai antara 0 dan 1. Teorema
titik tetap Banach memberikan suatu syarat cukup untuk eksistensi titik tetap dari
suatu pemetaan yang didefinisikan pada ruang metrik (X, d). Dalam hal ini titik

¢ € X merupakan titik tetap dari f apabila f(c) = c.
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Pengembangan sifat pemetaan kontraktif telah dilakukan oleh para peneliti
untuk menunjukkan eksistensi titik tetap di ruang metrik parsial (X,p), yaitu
himpunan tak kosong X yang disertai fungsi metrik parsial p: X x X - R* dengan

x,y,z € X memenuhi kondisi berikut:

(p1). p(x, x) < p(x,y)

(p2). x = y jika dan hanya jika p(x,x) = p(x,y) = p(y,y)

(p3). p(x, ) = p(y,x)

(p4). p(x,y) < p(x,2) +p(z,y) — p(2,2)

Definisi ruang metrik parsial tersebut dapat dilihat pada (Gangopadhyay, dkk.,
2013). Bukatin, dkk. (2009) menyebutkan bahwa ruang metrik parsial, yang
diperkenalkan pertama kali oleh Matthews (1992), merupakan pengembangan dari
ruang metrik. Pengembangan ini didasari oleh permasalahan yang ditemukan
dalam ilmu komputer, yaitu dua barisan tak hingga yang sama belum tentu
memiliki jarak nol. Bukatin, dkk. juga membuktikan bahwa pemetaan kontraktif
pada ruang metrik parsial masih menjamin eksistensi titik tetap. Hubungan antara

ruang metrik dengan ruang metrik parsial diberikan dalam lemma berikut.

Lemma 1. [Masiha, dkk., 2013] Jika (X,p) adalah ruang metrik parsial dan
fungsi p*: X x X — [0, oo) didefinisikan oleh

ps(x,y)=2p(x,y)—p(x,x)—p(y,y), VX,yEX,
maka p*® adalah sebuah metrik.

Sementara itu, syarat agar suatu ruang metrik parsial merupakan ruang

metrik parsial lengkap diberikan dalam lemma berikut.

Lemma 2. [Kir dan Kiziltunc, 2016] Misalkan (X,p) adalah ruang metrik
parsial.
a. Barisan {x,} adalah barisan Cauchy di (X,p) jika dan hanya jika barisan

tersebut adalah barisan Cauchy di (X, p®).
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b. Ruang metrik (X, p) merupakan ruang metrik parsial lengkap jika dan hanya
jika (X, p®) merupakan ruang metrik parsial lengkap.
Selanjutnya, Altun, dkk. (2010) membuktikan sifat titik tetap dalam

pemetaan kontraktif lemah— ¢ untuk pemetaan single valued.

Teorema 3. Misalkan (X,p) adalah suatu ruang metrik parsial lengkap dan
¢:[0,00) —=:[0, 00) adalah fungsi kontinu tak turun dengan ¢(t) < t untuk setiap

t > 0. JikaT: X — X adalah suatu pemetaan sedemikian sehingga

1
p(TxTy) < & (max {p(6, 1),p (6 T0,0(, V)5 PG TY) + 00 T

untuk semua x, y € X, maka T mempunyai titik tetap tunggal.

Selain itu, Masiha, dkk. (2013) mengembangkan pemetaan kontraktif
lemah— ¢ pada pemetaan single valued di ruang metrik parsial terurut dengan

mendefinisikan fungsi ¢ sebagai berikut.

Definisi 4. Jika ¢: [0, ) —: [0, ) memenuhi

(i) 0dan ¢(t) > 0untuk setiap t > 0

(i) ¢ adalah semi kontinu menurun dari kanan yaitu untuk sebarang barisan tak
menaik dan tak negatif {r,}, liminf,_ ., ¢(7;,) = ¢(r), menghasilkan
lim, o1 =71

(iii) Untuk sebarang barisan {r, } dengan lim,,_,, 1, = 0, terdapat a € (0,1) dan
n, € N sedemikian sehingga ¢ () = ar, untuk setiap n > n,,.

Didefinisikan @ ={ ¢»: ¢ memenuhi kondisi (i)-(iii) pada Definisi 4}.

Teorema 5 [Masiha, dkk. 2013] Misalkan (X,<) adalah himpunan terurut
parsial dan andaikan terdapat suatu metrik parsial p pada X sedemikian sehingga
(X,p) adalah suatu ruang metrik parsial lengkap. Andaikan T:X — X adalah

pemetaan kontinu dan tak menurun sedemikian sehingga

p(Tx,Ty) < p(x,y) — ¢(p(x,¥))
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untuk semua x,y € X dan ¢ € ®. Jika terdapat suatu bilangan x, € X dengan

xg < Tx,, maka terdapat x € X sedemikian sehingga x = Tx. Selanjutnya

p(x,x) = 0.

Berdasarkan hasil pada Teorema 3 dan Teorema 5, pada makalah ini akan
dikaji tentang eksistensi titik tetap pada pemetaan multivalued di ruang metrik

parsial lengkap yang merupakan pemetaan kontraktif lemah.

2. JARAK HAUSDORFF

Misalkan (X,d) adalah suatu ruang metrik. Menurut (Widder, 2009),
pemetaan multivalued didefinisikan sebagai pemetaan dari X ke go(X) dan ditulis

T:X - p(X)
dengan o (X) = {S|S c X,S # 0 }. Selanjutnya, (Istratescu, 1981 dalam Widder,
2009) memberikan definisi untuk titik tetap dari pemetaan multivalued. Suatu titik
x € X disebut titik tetap dari pemetaan multivalued T: X — g (X) jika
x € T(x)
Pada makalah ini, eksistensi titik tetap pada pemetaan kontraktif lemah - ¢

di ruang metrik parsial lengkap untuk pemetaan multivalued akan dibuktikan
menggunakan metrik atau fungsi jarak Hausdorff dalam penentuan jarak antar

himpunan bagian di go(X). Jarak Hausdorff didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 6. [Ahmad, dkk. 2013] Misalkan (X,d) adalah sebuah ruang metrik.
Untuk A,B € (X) dan A,B # @, jarak Hausdorff untuk setiap dua himpunan
bagian A dan B didefinisikan sebagai berikut:
e Jikax € X, jarak dari x ke B adalah

p(x,B) = infpep d(x,b)
e Jarak dari A ke B adalah

6, (A, B) = supyeap(x, B)

o Jarak Hausdorff antar himpunan bagian A ke B adalah

H(A,B) = max{5(A,B),6(B,A)} = max { sup d(x, B), sup d(x, A)}.

XEA XEB
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Selain itu, eksistensi titik tetap pada makalah ini juga akan dibuktikan
menggunakan proposisi berikut.

Proposisi 7. [Ahmad, dkk. 2013] Jika A dan B adalah himpunan bagian tak
kosong, tertutup dan terbatas (CB) dari ruang metrik partial (X,p) dan 0 < h €
R, maka untuk setiap a € A, terdapat b € B sedemikian sehingga p(a,b) <
H,(A,B) + h.

Pada Proposisi 7, pemetaan H,:CBP?(X) x CBP(X) — [0, +o) adalah metrik
parsial Hausdorff yang diinduksi oleh p.

3. HASIL PENELITIAN

Eksistensi titik tetap pada pemetaan kontraktif lemah - ¢ di ruang metrik

parsial lengkap untuk pemetaan multivalued disajikan pada teorema berikut.

Teorema 7. Misalkan (X,p) adalah suatu ruang metrik parsial lengkap dan
¢:[0,00) —:[0,00) adalah fungsi kontinu tak turun yang memenuhi ¢(t) <t
untuk setiap t > 0. Jika T:X —» CB(X) adalah suatu pemetaan sedemikian

sehingga

Hy(Tx, Ty) < ¢ (max {pCe, ), p(x, T2), p(, TY),3 [p (6, TY) + 9, TO1}) (1)
untuk semua x, y € X, maka T mempunyai titik tetap tunggal.

Bukti. Dari kondisi pada ¢, jelaslah bahwa lim,,_. ¢™(t) = 0 untuk t > 0.
Misalkan x, € X adalah sebarang titik. Didefinisikan sebuah barisan {x,} di X
dengan x, € Tx,_; untuk n=1,2,.. Andaikan x, = x, 41 uNtuk n, =
0,1,2,..., maka jelas bahwa x, adalah suatu titik tetap dari T. Sekarang,
asumsikan x,, # x, 4+, untuk semua n.

Langkah 1. Akan ditunjukkan bahwa lim,,_, ., p* (%, Xp4+1) = 0.

Dari pertidaksamaan (1) dan Proposisi 6, diperoleh

p(xn+1'xn) < }[p (Txn: Txn—l) +h
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1
= ¢ (max {p(xn: xn—l): p(xn: Txn)' p(xn—l' Txn—l)'z [p(xn' Txn—l)
+ p(xn—lv Txn)})

1

< ¢ (max {pCon, 01, DG, Xns1),PCin1, 20,510 + PG, 5000

= p(max{p(xn, Xn-1), P(Xn, Xn+1)})

= (P(p(xn: xn—l)) (2)
Andaikan p(x,, xp4+1) > p(xp, X,—1), Maka

P(Xpn, Xny1) < ¢(p(xn' xn—l))

Ini mengakibatkan p(x,, x,+1) = 0. Karena 0 = p(x;,, Xp41) > (X, Xn-1),
maka hal ini adalah kontradikasi. Dengan demikian, haruslah

max{p(xn: xn—l)' p(xnl xn+1)} = p(xn'xn—l)-

Jadi, ketaksaman (2) menjadi

p(xn+1: xn) < d)(p(xn' xn—l)) (3)
untuk semua n. Jika persamaan (3) dilanjutkan, maka diperoleh
P(Xnt1,Xn) < ¢”(p(x1,xo)) (4)

Dengan kata lain, karena

max{p (xn, Xn), P Kn+1, Xn+1)} < PXn, Xp1),
maka dari (4) diperoleh
max{p(tn ), pCnsa Xna)} < 9™ (P (s, %0)).
Jadi,
P (Xn, Xn41) = 2P (X, Xnt1) — PO X)) — P(Kn1, Xpe1)
< 2p (s Xnt1) + P X)) + P(Kn1, Xng1)
< 4¢n(p(x1,x0))
Ini menunjukkan bahwa lim,,_,., p%(x,, X5,41) = O.
Langkah 2. Akan ditunjukkan bahwa {x,,} adalah barisan Cauchy
Diketahui bahwa,
P* (Xntir Xn) < P° (Xnaks Xpak—1) + -+ + P° (X1, Xn)

< 4¢n+k_1(P(x1;x0)) + -t 4¢n(p(x1,x0)),
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Ini menunjukkan {x,} adalah barisan Cauchy pada ruang metrik (X, p*). Karena
(X, p) adalah ruang metrik parsial lengkap, maka berdasarkan Lemma 2, (X, p*®)
juga merupakan ruang metrik lengkap dan barisan {x,,} konvergen di ruang metrik
(X, p%), katakan lim,,_,., p*(x,, x) = 0. Juga dari Lemma 2, didapat

P, %) = 1My g0 P (i, 6) = 1My posco P (X, %) 5)
Lebih jauh, karena {x,,} adalah barisan Cauchy pada ruang metrik (X,p*), maka
diperoleh lim,, ;0 p* (X, ;) = 0 dan dari (5) diperoleh lim,,_,e p(xy, x,,) =
0. Definisi p*® selanjutnya memberikan lim,, ;o (X, X;,) = 0. Oleh karena itu,
dari (5) didapatkan p(x, x) = limy, e p(xy, x) = limy, 0 (X0, X)) = 0.
Langkah 3. Akan ditunjukkan T mempunyai titik tetap.
Sekarang akan ditunjukkan bahwa p(x, Tx) = 0. Asumsikan hal ini tidak benar.
Jadi, berdasarkan sifat metrik p dan juga dari (1) didapatkan
p(x,Tx) < p(x,Txp) + Hy(Txpn, Tx) — Hy(Txp, Txp)

< p(x, Xp41) + Hy(Txp, Tx)

p(x, xn), p(x, Tx).p(xn.xn+1).}>

< p(x, xp41) + P | max 1
5 [PCx xn41) + pCx, T)

< P, Xn4q) + ¢ | max

p(x' xn), p(x' T.X'), p(xn' xn+1)ﬁ
[p(x, Xn41) + p(xn, %) + p(x, Tx) = p(x, x)}

N| =

p(x, xn)' p(x' T.X'), p(xn' xn+1):
TP I O M 1 x40) + P ) + Tx)}

Untuk n — oo, dengan menggunakan sifat kontinuitas dari ¢ diperoleh
p(x,Tx) < ¢(p(x, Tx)).

Hal ini merupakan kontradiksi. Oleh karena itu, p(x,Tx) = 0. Karena Tx €
CB(X), maka didapat x € Tx. Jadi, x merupakan titik tetap dari pemetaan
multivalued di ruang metrik (X, p).

Selanjutnya, akan ditunjukkan titik tetap x € Tx adalah tunggal. Asumsikan
u # x adalah titik tetap yang lain dari T, maka u € Tu. Dari (1), diperoleh
p(x,u) < H,(Tx,Tu) + h

<¢ (max {p(x, u),p(x,Tx),p(u, Tu),% [p(x, Tu) + p(u, Tx)})
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< ¢ (max {p(x,w), 0,05 [pCr,w) + p(u, x)})

= ¢(p(x,w))
Hal ini merupakan kontradiksi terhadap sifat fungsi ¢, yaitu ¢(p(x, %)) < p(x,u).
Dengan demikian, diperoleh p(x,u) = 0, yang mengakibatkan x = u. Ini memberikan

kesimpulan bahwa titik tetapnya bersifat tunggal. ]

4. KESIMPULAN DAN SARAN
4.1 Kesimpulan

Sifat ketunggalan titik tetap pada pemetaan kontraktif lemah juga berlaku
pada pemetaan multivalued di ruang metrik parsial lengkap. Dalam membuktikan
hal ini, perhitungan jarak antar dua himpunan dilakukan dengan menggunakan
metrik Hausdorff karena metrik Hausdorff pada himpunan tertutup dan terbatas

memenuhi sifat metrik parsial.

4.2 Saran

Pada pemetaan kontraktif lemah untuk singlevalued terdapat keterkaitan
antara kondisi kontraktif lemah dengan kondisi kontraktif Matthew. Oleh karena
itu, penelitian lanjut dapat dilakukan untuk mengetahui keterkaitan antara kondisi

kontraktif lemah dan kondisi kontraktif Matthew untuk pemetaan multivalued.
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